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Εισαγωγή  
 
Θεωρούμε μια ακολουθία από  ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές 

Bernoulli,  διατεταγμένες σε γραμμή, με πιθανότητα επιτυχίας 
της , 

n
nXXX ...,, ,21

iX ( )1== ii XPp  και πιθανότητα αποτυχίας ( ) iii pXPq −=== 10

k 1≥k

, 
. Μια ροή επιτυχιών ορίζεται ως μια ακολουθία συνεχόμενων 

επιτυχημένων δοκιμών (S) στην οποία προηγούνται και έπονται 
αποτυχημένες δοκιμές (F) ή τίποτε. Μήκος ροής επιτυχιών θεωρείται ο 
αριθμός των επιτυχιών της. Ο αριθμός των ροών επιτυχιών μήκους , ( ), 

 βρίσκει πολλές εφαρμογές σε διάφορα επιστημονικά πεδία.  

ni ,1=

knN ,

,...,2

Στις αρχές του 1940 ο αριθμός των ροών επιτυχιών χρησιμοποιήθηκε 
στους ελέγχους υπόθεσης (run-test) από τους Wold και Wolfowitz (1940), 
Wolfowitz (1943) και στους ποιοτικούς ελέγχους από τον Mosteller (1941) 
και Wolfowitz (1943). Πρόσφατα, χρησιμοποιήθηκε με μεγάλη επιτυχία και 
σε άλλους τομείς, όπως στην αξιοπιστία μηχανικών συστημάτων, στους 
ελέγχους ποιότητας, στη ψυχολογία, στην οικολογία, σε μελέτες ουρανίου 
καθώς επίσης και στα αστρονομικά ραντάρ. Σημαντική εφαρμογή της 
θεωρίας των ροών επιτυχιών συναντάμε επίσης στη μοριακή βιολογία.  
Η εύρεση της κατανομής του πλήθους των ροών επιτυχιών χρειάζεται 

μεγάλη προσπάθεια. Οι Wold και Wolfowitz (1940) πρότειναν για τους 
ελέγχους υπόθεσης, έναν έλεγχο ο οποίος βασίστηκε στη δεσμευμένη 
κατανομή του συνολικού αριθμού των μη επικαλυπτόμενων ροών 
επιτυχιών, , , δεδομένου του συνολικού αριθμού των επιτυχιών 
στην ακολουθία. Στον έλεγχο αυτόν χρησιμοποιήθηκαν μέθοδοι 
συνδυαστικής ανάλυσης για τον υπολογισμό της ακριβούς κατανομής του 
συνολικού πλήθους των ροών επιτυχιών. 

knN , 1≥k

Η ασυμπτωτική κανονικότητα της μεταβλητής  αποδείχθηκε από τον 
von Mises και η απόδειξή της παρουσιάζεται στο Feller (1968). Ακριβής 
έκφραση για τη συνάρτηση πιθανότητας της ίδιας μεταβλητής δόθηκε από 
τους Philippou και Makri (1986) και Hirano (1986), με μεθόδους 
συνδυαστικής ανάλυσης. 

knN ,

Οι Fu και Koutras (1994), παρουσίασαν μια μέθοδο για την εύρεση της 
κατανομής πέντε τυχαίων μεταβλητών που αφορούν τις ροές επιτυχιών, τη 
μέθοδο της εμβάπτισης της τυχαίας μεταβλητής σε Μαρκοβιανή αλυσίδα. 
Μια από τις πέντε αυτές τυχαίες μεταβλητές είναι η .  knN ,

Μεγάλο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο αριθμός των μη επικαλυπτόμενων 
ροών επιτυχιών μήκους  σε  δοκιμές Bernoulli διατεταγμένων σε κύκλο. 
Στην εργασία αυτή θα μελετήσουμε τη μεταβλητή αυτή, την οποία 
συμβολίζουμε με  και θα προσδιορίσουμε την κατανομή της μέσω 
συνδυαστικών μεθόδων, αναδρομικών σχέσεων και μέσω της μεθόδου 

k n

C
knN ,
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εμβάπτισης σε Μαρκοβιανή αλυσίδα. Η μελέτη θα γίνει για ανεξάρτητες 
τυχαίες μεταβλητές Bernoulli, όχι κατ’ ανάγκην ισόνομες. 
Στη συνέχεια, σκοπός μας είναι να παρουσιάσουμε την εφαρμογή της 

κατανομής της τυχαίας μεταβλητής  στην αξιοπιστία συστημάτων 
αποτυχίας. Τα συστήματα στα οποία θα αναφερθούμε είναι τα κυκλικά 
συνεχόμενα -από-τα-  συστήματα αποτυχίας και τα κυκλικά 

συνεχόμενα -από- τα-  συστήματα αποτυχίας. Κυκλικό συνεχόμενο 
-από-τα-  σύστημα αποτυχίας είναι ένα σύστημα  συνιστωσών, 

διατεταγμένων σε κύκλο, το οποίο αποτυγχάνει αν και μόνο αν αποτύχουν 
τουλάχιστον  συνεχόμενες συνιστώσες του. Κυκλικό 

C
knN ,

k n
−m

k
k n

n n

k −m συνεχόμενο -
από-τα-n  σύστημα αποτυχίας είναι ένα σύστημα  συνιστωσών, 
διατεταγμένων σε κύκλο, το οποίο αποτυγχάνει αν και μόνο αν υπάρχουν 
τουλάχιστον  μη επικαλυπτόμενες ροές από  συνεχόμενες 
αποτυχημένες συνιστώσες. 

k
n

km

Θα παρουσιάσουμε εκφράσεις για τον υπολογισμό της αξιοπιστίας των 
παραπάνω συστημάτων μέσω διωνυμικών συντελεστών, πολυωνυμικών 
συντελεστών, αναδρομικών σχέσεων και μέσω της μεθόδου εμβάπτισης 
τυχαίας μεταβλητής σε Μαρκοβιανή αλυσίδα. 
Τέλος, παρουσιάζονται αριθμητικά παραδείγματα για την διευκρίνιση των 

μεθόδων που θα αναπτυχθούν. 
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1.1 Εμβάπτιση τυχαίας μεταβλητής σε Μαρκοβιανή 
Αλυσίδα. 

 
Έστω η ακολουθία  από  ανεξάρτητες δοκιμές Bernoulli με 

πιθανότητες επιτυχίας 
nXXX ,,, 21 K

(
n

)1== tt XPp  και πιθανότητες αποτυχίας tt pq −= 1  
για . Μια ροή επιτυχιών (ή αποτυχιών) ορίζεται συνήθως ως μια 
μη διακοπτόμενη ακολουθία από επιτυχίες (S) (ή αποτυχίες  (F)). Έστω το 
σύνολο  και πεπερασμένος χώρος καταστάσεων 

nt ,,2,1 K=

n =Γ
,,,{ 21

},n,1,0{ K

}mααα K=Ω .  
 
 Ορισμός 1: Μια μη αρνητική τυχαία μεταβλητή  εμβαπτίζεται σε 

μια πεπερασμένη Μαρκοβιανή αλυσίδα αν: 
knX ,

i) υπάρχει πεπερασμένη Μαρκοβιανή αλυσίδα 
          ορισμένη στο χώρο καταστάσεων Ω, }:{ nt tY Γ∈
ii) υπάρχει πεπερασμένη διαμέριση },,1,0:{ lxCx K=  του    

              χώρου Ω, 
iii) για κάθε lx ,,1,0 K=  ισχύει )()( , xnkn CYPxXP ∈== . 

Έστω  ο πίνακας μετάβασης της πεπερασμένης Μαρκοβιανής 
αλυσίδας , r  το 

tΛ
Y{ }( )ΩΓ∈ ,: nt t U ( )m×1  μοναδιαίο διάνυσμα το οποίο στην 

−r οστή συνιστώσα του έχει μονάδα και μηδέν σε όλες τις υπόλοιπες και 

 ο ανάστροφος του , διάστασης ′
rU rU ( )1×m , τότε  

( ) ∑
∈

=
xr Cr
rx UCU

α:

 

 
Θεώρημα 1 (Fu, Koutras 1994). Αν  είναι εμβαπτισμένη σε μια 

πεπερασμένη Μαρκοβιανή αλυσίδα τότε:  
knX ,

( )x
n

t
tkn CUxXP ′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Λ== ∏

=1
0, )( π  

όπου ( ))()()( 020100 mYPYPYP αααπ ==== K  ο πίνακας πιθανοτήτων 
αρχικών καταστάσεων της Μαρκοβιανής αλυσίδας, διάστασης . ( )m×1

 
Παραθέτουμε τις εξισώσεις Chapman-Kolmogorov οι οποίες αναφέρονται 

στις ιδιότητες των πινάκων μετάβασης μιας Μαρκοβιανής αλυσίδας από την 
κατάσταση  στην κατάσταση i j . Θα χρησιμοποιήσουμε τις εξισώσεις στην 
απόδειξη του Θεωρήματος. 
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Λήμμα 1: Έστω { NnX n }∈;  μια ομογενής Μαρκοβιανή αλυσίδα με 

πιθανότητες μετάβασης  βημάτων  
, και χώρο καταστάσεων 

n )|()( iXjXPP mmn
n

ij === +

,...})|( 0 iXjXP n === 1,0{=S , τότε:   

α) , ∑
∈

+ =
Sk

m
kj

n
ik

mn
ij ppp )()()(

Sji ∈,   και Nmn ∈,   

β) Αν  και , )()1(
ijpPP == )( )()( n

ij
n pP = Sji ∈,  τότε PPPPP nn ⋅⋅⋅⋅==)(   

όπου 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)()(
1

)(
0

)(
1

)(
11

)(
10

)(
0

)(
01

)(
00

)(

n
ss

n
s

n
s

n
s

nn

n
s

nn

n

ppp

ppp
ppp

P

K

M

K

K

 

 
γ) Αν )( 0 kXPk ==α ,  τότε Sk ∈ ∑

∈

==
Sk

n
kjkn pjXP )()( α , ∀   Sj∈

 
  Απόδειξη 
α) ∑

∈
++

+ =======
Sk

nmnmn
mn

ij iXkXjXPiXjXPp )|,()|( 00
)(  

                                            )|()|( 0∑
∈

+ =====
Sk

nnmn iXkXPkXjXP

                                           ∑
∈

=
Sk

n
ik

m
kj pp )()(  

 
β) Από το (α) )()()( mnmn PPP ⋅=+  επαγωγικά 

• Για 2=n : 2)1()1()11()2( PPPPPPP =⋅=⋅== +  
• Έστω ότι ισχύει για kn =  δηλαδή kk PP =)(  
• Θα δείξουμε ότι ισχύει για 1+= kn .  

Άρα 1)1()()1( ++ =⋅=⋅= kkkk PPPPPP  
 
γ) ∑ ∑

∈ ∈

======
Sk Sk

k
n

kjnn pkXPkXjXPjXP α)(
00 )()|()(   

 
 
  Απόδειξη Θεωρήματος 
Η τυχαία μεταβλητή  είναι εμβαπτισμένη σε μια πεπερασμένη 

Μαρκοβιανή αλυσίδα άρα  
knX ,

∑
∈

==∈==
xr C

rnxnkn YPCYPxXP
α

α )()()( ,         (1) 

Εφαρμόζοντας την εξίσωση Chapman-Kolmogorov έχουμε: 
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∑
Ω∈

=====
j

jjrnrn YPYYPYP
α

αααα )()|()( 00

[ ])(,),( 010 mYPYP

 

αα === K

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

=
=

L

|(

|(
|(

01

01

01

n

n

n

YYP

YYP
YYP

α

α
α

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

===

===
===

LL

LML

LL

LL

)|()

)|()
)|()

0

202

101

mrnm

rn

rn

YYP

YYP
YYP

ααα

ααα
ααα

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0

1

0

M

M
 

[ ]LLL ,)()|()()|(, 001010 mmrnrn YPYYPYPYYP αααααα ===++====

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0

1

0

M

M
 

)()|()()|( 001010 mmrnrn YPYYPYPYYP αααααα ===++==== L  

r

n

t
t U ′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Λ= ∏

=1
0π     

Τελικά η σχέση (1) γίνεται: 

r
C

n

t
tkn UXxXP

xr

′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Λ== ∑ ∏

∈ =α

π
1

0, )()(  

       ∑∏
∈=

′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Λ=

xr C
r

n

t
t UX

α

π
1

0 )(

       , για κάθε ( x

n

t
t CUX ′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Λ= ∏

=1
0 )(π ) lx ,...,1,0=  

 
Παρατήρηση: Εάν η Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι ομογενής (ανεξάρτητες  

και ισόνομες δοκιμές Bermoulli) τότε Λ=Λ t  για κάθε nt Γ∈ , 

∏
=

Λ=Λ
n

t

n
t X

1

)(  και ( )xn
kn CUxXP ′Λ== 0, )( π , για κάθε lx ,...,1,0= . 

 
Με βάση τα παραπάνω για να βρούμε την κατανομή μιας τυχαίας 

μεταβλητής η οποία εμβαπτίζεται σε Μαρκοβιανή αλυσίδα, πρέπει να 
κατασκευάσουμε: 

i) κατάλληλο χώρο καταστάσεων Ω, 
ii) κατάλληλη διαμέριση { }xC  του χώρου καταστάσεων Ω,      

              και 
iii) τον πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης tΛ  συνδυασμένο με   

              την εμβαπτισμένη Μαρκοβιανή αλυσίδα. 
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1.2 Κατανομή του πλήθους των μη επικαλυπτόμενων 
ροών επιτυχιών μήκους k σε ακολουθία n δοκιμών 
Bernoulli διατεταγμένων σε γραμμή, . knN ,

 
Σε μια σειρά από εργασίες με θέματα αξιοπιστίας από τους Fu (1986), Fu 

και Hu (1987) και Chao και Fu (1989, 1991) αποδείχθηκε ότι η 
πιθανότητα να μην υπάρχει ροή επιτυχιών μήκους , όταν οι ανεξάρτητες 
δοκιμές Bernoulli είναι διατεταγμένες σε γραμμή, δίνεται από τον 
παρακάτω τύπο: 

k

             (1.2.1) ( 0
1

0, )0( CUNP
n

t
tkn ′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Λ== ∏

=

π )

 
όπου ( ) ( )0,,0,1)(,),(),( 010000 KK ===== kYPYPYP αααπ  πίνακας διάστασης 

 ο οποίος έχει μονάδα στη πρώτη συνιστώσα του και μηδέν σε όλες 
τις υπόλοιπες, 

((1× k ))1+

 

( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′

0
1

1

0

M
CU  διάνυσμα διάστασης ( )( )11 ×+k

00
00

0
00

K

K

L

K

K

tp

 με μηδέν στη τελευταία 

συνιστώσα του και μονάδα σε όλες τις υπόλοιπες, και 

  ( ) ( )( )( )
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ ′⋅
=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

==−

10
100

0

00
0

,|, 1

M

LMK

M ktt

tt

t

tt

t

epA

pq

q
pq

ixYjy==Λ tt YP

ο πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης, διάστασης ( )1()1 +×+ kk

tt pq

 με πιθανότητα 

επιτυχίας  και πιθανότητα αποτυχίας tp −=1 ′
ke,  το 

μοναδιαίο διάνυσμα διάστασης 
)1,,0,0( K=

)1( k× .  

Ο πίνακας  διάστασης 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

000

00
00

K

L

K

K

t

tt

tt

t

q

pq
pq

A ( )kk ×  παίζει σημαντικό 

ρόλο στην δημιουργία των πινάκων μετάβασης οι οποίοι είναι συνδεδεμένοι 
με τους διάφορους τρόπους μέτρησης των ροών επιτυχιών. Η κεντρική ιδέα 
για να βρούμε την ακριβή κατανομή του αριθμού των ροών επιτυχιών είναι 
να μεταφέρουμε τον τρόπο που μετράμε την ακολουθία των ανεξαρτήτων 
δοκιμών Bernoulli σε μια πεπερασμένη Μαρκοβιανή αλυσίδα με 
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κατάλληλο χώρο καταστάσεων και κατάλληλο πίνακα πιθανοτήτων 
μετάβασης. 

 
Παρατήρηση: Εάν η Μαρκοβιανή αλυσίδα είναι ομογενής (ανεξάρτητες 

και ισόνομες δοκιμές Bermoulli) τότε Λ=Λ t  για κάθε nt Γ∈ ,  ∏  

και  , για κάθε 
=

Λ=Λ
n

t

n
t N

1

)(

( x
n

kn CUxNP ′Λ== 0, )( π ) l,...,x 1,0= . 
 
Παράδειγμα: Έστω η ακολουθία FSSFFSSSSS η οποία είναι 

αποτέλεσμα 10 ανεξαρτήτων δοκιμών Bernoulli με πιθανότητες επιτυχίας 
 και πιθανότητες αποτυχίας )1( == tt XPp ttt pXPq −=== 1)0(  για 

t=1,2,…,10. Δοθείσης της ακολουθίας, έστω x  η τιμή της τυχαίας 
μεταβλητής  και  ο αριθμός των συνεχόμενων επιτυχιών μετρώντας 
προς τα πίσω. Εάν k=2 τότε 

knN , k
32,10 =N . Εάν η 11η δοκιμή είναι αποτυχημένη 

(F) με πιθανότητα , τότε η ακολουθία γίνεται FSSFFSSSSSF και σ’αυτή 
την περίπτωση . Εάν η 11η δοκιμή είναι επιτυχημένη (S) με 
πιθανότητα , τότε η ακολουθία γίνεται FSSFFSSSSSS και σ’αυτή την 
περίπτωση .  

11q

2,11

4

3=N

11

2,11 =
p
N

Ένα στοιχείο του χώρου Ω παριστάνεται με ( )ix, , όπου x  είναι το πλήθος 
των ροών επιτυχιών και  οι επιτυχίες που έπονται από την τελευταία ροή 
επιτυχιών ή από την αρχή της ακολουθίας. Ο πίνακας πιθανοτήτων 
μετάβασης από την κατάσταση 

i

( )ix,  στην κατάσταση ( )jy,  είναι της μορφής   
( ))),(|),(()( 1 ixYjyYPN ttt ===Λ − .                          

Για , η κατάσταση 0=i )0,(xYt =  σημαίνει ότι σε μια ακολουθία 
αποτελεσμάτων  μέχρι την  -οστή δοκιμή έχουν εμφανιστεί t x  ροές 
επιτυχιών  που έχουν επιτευχθεί και το τελευταίο αποτέλεσμα είναι 
αποτυχία (F). Για ευκολία ορίζουμε ( )( ) 10,00 ==YP  και η τελευταία 
κατάσταση της Μαρκοβιανής αλυσίδας είναι μια απορροφητική κατάσταση. 
Άρα η τελευταία γραμμή του πίνακα tΛ  είναι (0,0,…,1). 

Έστω ο χώρος καταστάσεων ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡==Ω 1,,1,0,,1,0:,)( , ki
k
nxixN kn KK και  

και μια πεπερασμένη Μαρκοβιανή αλυσίδα { }ntYt Γ∈:

t

), i

 ορισμένη στο χώρο 
καταστάσεων Ω ως εξής: για κάθε ακολουθία αποτελεσμάτων από 
ανεξάρτητες δοκιμές Bernoulli, μήκους , έστω  ο αριθμός των 
επιτυχημένων δοκιμών μετρώντας προς τα πίσω (m =0 αν το -οστό 
αποτέλεσμα είναι F). Ορίζουμε 

m
t

(Yt x=  αν υπάρχουν x  μη 
επικαλυπτόμενες ροές επιτυχιών με  συνεχόμενες επιτυχίες και 

. Για δεδομένο 

k

)mod(kim = x  με ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡≤≤ x0
k
n  εισάγουμε το υποσύνολο του 
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χώρου καταστάσεων Ω, { }1,...,1,0:),( −== kiixCx

( )x
n

t
t CUNx ′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Λ= ∏

=1
0 )() π

1−t

. Τα υποσύνολα αυτά 
αποτελούν μια διαμέριση του χώρου καταστάσεων  και 

,  
)( ,knNΩ

)()( , xnkn CYPxNP ∈==

NP(

)(NtΛ

             (1.2.2) kn =,

Ο  είναι ο πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης από την κατάσταση της 
τυχαίας μεταβλητής  στη κατάσταση της , διάστασης Y tY

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ 11

k
nk

k
nk  και στοιχεία του βρίσκονται από τις σχέσεις: 

• Μετάβαση από την κατάσταση ( )ix,  στην κατάσταση ( )0,x : 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡≤≤
k
nx0             με  tqixxP =),;0,(  ,  10 −≤≤ ki  

• Μετάβαση από την κατάσταση ( )ix,  στην κατάσταση ( )1, +ix : 

             με  tpixixP =+ ),;1,( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡≤≤
k
nx0  ,  20 −≤≤ ki  

• Μετάβαση από την κατάσταση ( ), 1−kx  στην κατάσταση ( )0,1+x : 

  με  10 −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡≤≤
k
nx  tpkxxP =−+ )1,;0,1(            

( )0,,0,1)(,),(),(
1

010000 KK =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
====

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ k
k
nYPYPYP αααπ  μοναδιαίο διάνυσμα 

διάστασης

 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡× 11
k
n ,  

το διάνυσμα με μονάδα στην τιμή του )( xCU ′  x  που  και 

σε όλα τα υπόλοιπα, διάστασης

αναφερόμαστε

μηδέν  11 ×⎟⎟
⎠

⎞

⎝

⎛ ⎤⎡n
⎜⎜ +⎥⎦⎢⎣k

 
αράδειγμα: Σε ακολουθία 5 ανεξάρτητων δοκιμών noulli 

δια γ μ

χουμε ακολουθία πέντε ανεξάρτητων δοκιμών noulli 
 ς 

. 

Π  Ber

 Ber

τεταγμένων σε ραμ ή να βρεθεί η συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας 
μεταβλητής 2,5N . 

 
Έ

54321 ,,, XXX  με πιθανότητες επιτυχία )1( =, XX = tt XPp  και 
)0(πιθανότητες αποτυχίας == tt Xq  για 5,4,3,2,1P =t . Ο ά εων 

της Μαρκοβιανής αλυσί
 σχώρος καταστ

δας είναι: { })1,2(),0,2(),1,1(),0( 0,1(),1,0(),0,=Ω , ενώ τα 
σύνολα που αποτελούν τη διαμ )έριση είναι του Ω : ( ( )1,0,0, , 

( ) ( ){ }1,1,0,11 =C  αι ( ){ })1,2(,0,2=C . 
{ }C

κ 2

00 =
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Η λύση δίνεται από τη σχέση (1.2.1), όπου έχουμε: 
( ) ( )0,0,1)(),(),( 2010000 ===== ααα YPYPYP  π

 
                                                                                                                       (0,0)  (0,1)  (1,0) 

  και ο πίνακας πιθανοτήτων μετάβασης άρα  

 
  

 
 
ρα με αντικατάσταση στη σχέση (1.2.1) δίνεται ότι 

  

( )
⎥
⎥
⎥

⎦⎢
⎢
⎢

⎣

=′

0
10CU
⎤⎡1 ⎤⎡ 0tt pq

 
⎥
⎥
⎥

⎦⎢
⎢
⎢

⎣

=Λ
100

0 ttt pq  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⋅

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=Λ∏

= 100
0

0

100
0

0

100
0

0

100
0

0

100
0

0

55

55

44

44

33

33

22

22

11

115

1

pq
pq

pq
pq

pq
pq

pq
pq

pq
pq

t
t  

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
++

+
+

++
++

++
++
++

++
++

+
++
++
++

=

100

13214321

5432154321

54321

5432154321

54321

5432154321

5432154321

21

3214321

432154321

5432154321

54321

5432154321

5432154321

5432154321

5432154321

5432154321

543215432

pppqppqq
ppqpqppqqq

qqpqq
pqqpqpqqqq

qpqpq
qpqqqqqpqq
qqqpqqqqqq

pp
ppqppqp

ppqqppqpq
ppqqpppqqq

pqpqp
pqpqqpqqpq
pqqqppqqqq

qpqpqqpqqp
qpqqqqqpqp
qqpqqqqqpq
qqqqpqqq1qq

Ά
5432154321542143215432,5 qqpqpqqpqqqpqqqqqpqqqqN 3521)0( qqqP ++++==  

                  54321 qpqqq+ 5432154321 qpqpqqpqqp ++ 5432154321 pqqqppqqqq ++  
                  5432154321 pqpqqpqqpq ++ 54321 pqpqp+ .                         (1.2.3)         

τητα να υπάρχει μία ροή επιτυχιών μήκους 2 δίνεται από 

τη σχέση (1.2.2) όπου

                   
Ενώ η πιθανό

 [ ]0,0,0,0,0,10 =π ,  ,   ( )

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=′

0
0
1
1
0
0

1CU
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και πίνακα πιθανοτήτων Λ
0

 (0,0)  (0,1)  (1,0)  (1,1)  (2,0)  (2,1)    

 μετάβασης  

άρ

                        

                                                              

                   

με 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

100000
0000

0000
000
0000
0000

)(

tt

tt

tt

tt

tt

t

pq
pq

pq
pq

pq

N  

α  

=Λ∏ )(Nt ⋅⎥⎢ 0000
0000 11

pq
pq

⎢
=

5

1t

⎥
⎥
⎥
⎥

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100000
0000

0000
0000

11

11

11

11

pq

pq
pq

⋅

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100000
0000

0000
0000
0000
0000

22

22

22

22

22

pq
pq

pq
pq

pq

 

⋅

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100000
0000

0000
0000
0000
0000

33

33

33

33

33

pq
pq

pq
pq

pq

⋅

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100000
0000

0000
0000
0000
0000

44

44

44

44

44

pq
pq

pq
pq

pq

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

100000
0000

0000
0000
0000
0000

55

55

55

55

55

pq
pq

pq
pq

pq

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

666564636261

565554535251

4645444342

363534333231

262524232221

161514131211

aaaaaa
aaaaaa
aaaaa
aaaaaa
aaaaaa
aaaaaa

⎢ 41a

543215432154321543215432111 qqpqpqqpqqqqqpqqqqqpqqqqqa ++++= 54321 qpqqq+                
                      , 5432154321 qpqpqqpqqp ++

543215432154321543215432112 pqpqppqpqqpqqpqpqqqppqqqqa ++++= , 
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543215432154321543215432113 qppqpqppqqppqpqppqqpppqqqa ++++= 54321 qqppq+                
                      5432154321 qqpppqqqpp ++ 5432154321 qpqppqpppq ++ , 

5432154321432154321543 pqppppqqpppqppqpppqppppqqa 52114 ++++= , 

54321543215432115 qppppppqppppppqa ++= , 

5432116 pppppa = , 

543215432154321543215432121 ppqpqqpqqqqqpqqqqqpqqqqqqa ++++= ,   
 22a 543215432154321 pqpqqpqqpqpqqqq ++= , 
 543215432154321543215432123 qqqqpqqppqqppqqppqpqppqqqa ++++= 321 qqpp+ 54q            

5432154321 qpppqqqpqp ++ 5432154321 qpqppqpqqp ++                      , 

43215432154321543215432124 pqqqppqqpppqqqpppppqpppqqa ++++= , 5

543215432154321543215432125 qqpppqppqpppqppppqqpppppqa ++++= , 

432126 pppqpa 4321543215 pppppqppp= ++  
031 =a , 

, 032 =a

543215432154321543215432133 qqpqpqqpqqqqqpqqqqqqqqqqa p ++++= 54321 qpqqq+  
                      , 5432154321 qpqpqqpqqp ++

543215432154321543215432134 pqpqppqpqpqqpqpqqqppqqqq qa ++++= , 
a 543215432154321543215432135 qppqpqppqqppqpqppqqpppqqq ++++=       

, 5432154321 qqqppqqppq ++                      

43215432154321543215432136 pppqpqqpppqppqpppqppppqqa ++++=       
                      , 

, 
3214321 ppppqpp ++

041 =a
042 =a , 

543215432154321543215432143 qpqpqqpqqqqqpqqqqqpqqqqqa q ++++= , 
, 54321543215432144 pqpqqpqqpqpqqqqa ++=

543215432154321543215432145 qqqqppqpppqppqqppqpqppqqqa = ++ + + , 

4321432154321543215432146 pqqppppqpqqqppqpppppqqqa ++++= 21321 ppp ++ qp , 
, 

, 

, 

0=a51

052 =a , 
0=a53

054 =a , 

54355 qqqqa = 21

q
q

12132143215432156 ppqpqqpqqqpqqqa ++++=  
061 =a , 

, 
, 

062 =a
063 =a
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064 =a , 

 
Με  στη σχέση (1.2.2) έχουμε ότι 

065 =a , 
166 =a . 

αντικατάσταση
== )1( 2,5NP 543215432154321543215431 qppqpqppqqppqpqppqqpppqq 2q ++++  

54321 qqppq+ 5432154321 qqppqqqpp p++ 54321 qpppq+                        

54321 qpqpp+ 543215432154321 pqppqpppqppppqq ++                          
                      5432154321 pqppppqqpp ++                                            (1.2.4) 
Επίσης   == )2( 2,5NP 543215432154321 qppppppqppppppq ++ 54321 ppppp+  
 
Παρατήρηση: Σε περίπτωση ανεξάρτητων και ισόνομων δοκιμών 

Bernoulli με κοινή πιθανότητα επιτυχίας p  και πιθανότητα αποτυχίας 
έχουμ

,    και  

: Ας δούμε μία αριθμητική εφαρμογή του παραπάνω 
Σε ακολουθία 5 ανεξάρτητων δοκιμώ Bernoulli 

διατεταγμένων σε

q  
ε 

233245 65)0( qpqppqqN +++==

qppNP 2,5 3)2( +== . 
P 2,5 2,5

45

qppqpqNP 43223 294)1( ++==

 
Παράδειγμα  

παραδείγματος. ν 
54 , X  321 ,,, XXXX  γραμμή με πιθανότητες επιτυχίας 

1
1)1(
+

===
t

pXP tt

της λ

, για θα βρούμε  την συνάρτηση πιθανότητας 

ς

ανότητες επιτυχίας είναι

 5,4,3,2,1=t  

 τυχαίας μεταβ ητή  2,5N .  

Οι πιθ  
2
1)1( 11 === XPp , 

3
1)1( 22 === XPp , 

4
1)1( 33 === XPp , 

5
1)1( 4  

6
1)1( 55 === XPp4 === XPp  και  . Ενώ οι 

πι υ ςθανότητες αποτ χία  είναι 
22

11)0 111 =−=−=== pXP , 11(q

3
2

3
111)0( =−==== pXPq , 222 −

4
3

4
111)0( 333 =−=−=== pXPq , 

5
4

5
114 −=   1)0( 44 =−=== pXPq  και

6
5

6
111)0( 555 =−=−=== pXPq . 

Με αντικατάσταση στις σχέσεις  (1.2.3) και (1.2.4) έχουμε:  
 

720
531)0 ==N , ( 2,5P

720
179)1( ==NP  και

720
10)2( 2,5 ==NP2,5   .                              
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1.3 Κατανομή του πλήθους
ροών επιτυχιών μήκους

ν 

 του αριθμού

 των μη επικαλυπτόμενων 
 k σε ακολουθία n δοκιμών 

Bernoulli διατεταγμένω σε κύκλο , .  
 
Για να βρούμε την κατανομή  των μη επικαλυπτόμενων ροών 

επ εταγμένων σε 
ύ  στηριχθούμε 

 κατανομή των μη επικαλυπτόμενων ροών επιτυχιών μήκους στη 
γραμμή. Θα συμβολίσουμε με το πλήθος τω ων 
οών επιτυχιών μήκους ακολουθία δοκιμών
δια

C
knN ,

ιτυχιών μήκους k  σε ακολουθία n  δοκιμών Bernoulli διατ
κλο, θα εργαστούμε με την τεχνική της εμβάπτισης και θακ

στην  k  

 Bernoulli 
 C

knN ,  ν μη επικαλυπτόμεν
k  σε n  ρ

τεταγμένων σε κύκλο.  
 
Θεώρημα 2 (Koutras, Papadopoulos, Papastavridis 1995). Η κατανομή 

του C
knN ,  δίνεται από τον τύπο  
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Η πιθανότητα να μην υπάρχει μη επικαλυπτόμενη ροή επιτυχιών μήκους 
σε θία ανεξάρτητων δοκιμών ernoulli διατεταγμένων σε κύκλο 

δίνετα ον τύπο: 

  ,           (1.3.2) 

όπου

k  ακολου  B
ι από τ

 n  

∑
−

=

==
1

0
, )0(

k

i
ii

C
knNP βα kn >

iα  είναι    το άθροισμα των ik −  

γινόμενο

πρώτων στοιχείων της 1ης γραμμής του 

πίνακα που προκύπτει από το  των πινάκων μετάβασης .   

ε ομογενή Μαρκοβιανή 

ο θα βρούμε  την συνάρτηση πιθανότητας  της 
τυχαίας μεταβλητή

 
τη

τη 

  ∏
+=

Λ
n

it
t

2

 
Παρατήρηση: Στην περίπτωση που έχουμ

αλυσίδα τότε  
1

2
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Λ=Λ∏ in
n

it
t  

 
Παράδειγμα: Σε ακολουθία 5 ανεξάρτητων δοκιμών Bernoulli 

διατεταγμένων σε κύκλ
CN 2,5  ς 

Ο χώρος καταστάσεων ς Μαρκοβιανής αλυσίδας είναι: 
, ενώ τα σύνολα που αποτελούν 

διαμέριση του Ω είναι: 
{ })1,2(),0,2(),1,1(),0,1(),1,0(),0,0(=Ω

( ) ( ){ }1,0,0,0=C , ( ) ( ){ }1,1,0,10 1 =C  και ({ })2=C . ) 1,2(,0,2

Η λύση  δίνεται από τη σχέση (1.3.2)  
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Τελικά  
== )2( 2,5

CNP 54321 ppppq 54321 pppqp+ 54321 ppqpp+ 54321 pqppp+ 54321 qpppp+   
                                 .                                                 (1.3.5) 

 
Παρατήρηση: Στην περίπτωση που οι δοκιμές Bernoulli είναι 

ανεξάρτητες και ισόνομες με κοινή πιθανότητα επιτυχίας p και πιθανότητα 
αποτυχίας q τότε 

, και  

.             

δειγμα: Ας δούμε μία αριθμητική εφαρμογή του παραπάνω 
παραδείγματος. Σε ακολουθία 5 ανεξάρτητων δοκιμών Bernoulli 

διατεταγμένων σε κύκλο με πιθανότητες επιτυχίας 
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== )0( 2,5
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pXP tt , για να βρεθεί η συνάρτηση πιθανότητας της 

 

Οι πιθανότητες επιτυχίας είναι 

 5,4,3,2,1=t  

. τυχαίας μεταβλητής CN 2,5

2
1)1( 11 === XPp , 

3
1)1( 22 === XPp , 

4
1)1( 33 === XPp , 

5
1)1( 44 === XPp  και 

6
1)1( 55 === XPp

( )

 . Ενώ οι 

πιθανότητες αποτυχίας είναι 
2
1011 === XPq , 

3
2)0( 22 === XPq , 

4
3)0( 33 === XPq ,  

5
4)0( 44 === XPq  και  

6
5)0( 55 == XPq = . 

 

Σύμφωνα με τους γενικούς τύπους (1.3.3), (1.3.4) και (1.3.5) που 
ρ καμε παραπάνω έχουμε: 

 

β ή
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 Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούμε με ανεξάρτητες δοκιμές Bernoulli 
ε κοινή πιθανότητα επιτυχίας p  και πιθανότητα αποτυχίας pq −= 1μ   
ιατεταγμένες σε κύκλο και θα εργαστούμε με μεθόδους συνδυαστικής 
ναλύσης. Στην εργασία αυτή χρησιμοποιείται ο ακόλουθος ορισμός του 

διωνυμικού συντελεστή 
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2.1

επικαλυ
ανεξάρτητες δοκιμές Bernoulli διατεταγμένες σε κύκλο, 

και του συνολικού αριθμο  των επιτυχιών ,  

 
στω κυκλική ακολουθία από ανεξάρτητες δοκιμές Bernoulli με κοινή 

πιθανότητα επιτυχίας 

 

 Από κοινού κατανομή του πλήθους των μη 
πτόμενων ροών επιτυχιών μήκους k σε n 

C
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 n  
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Έ
και  αποτυχίας πιθανότητα pq −= 1

 μήκους 
. Έστω το 

πλήθος των μη επικαλυπτόμενων ροών επιτυχιών και ο 
συνολικός αριθμός των επιτυχιών. 

εώρημα 3 (Charalambides 1994).  Η από κοινού συνάρτηση 
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είναι το πλήθος των κυκλικών μεταθέσεων των kxy −  επιτυχιών στις yn −  
κάλπες έτσι ώστε κάθε κάλπη να περιέχει το πολύ 1−k  επιτυχίες. 
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Για την απόδειξη του Θεωρήματος θα χρησιμοποιήσουμε τα ακόλουθα 
Λήμματα. 

  
Λήμμα 2.  Ο αριθμός των διαφορετικών διατάξεων όμοιων 
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n  

 r  διαφορετικές κάλπες δίνεται από 

αν

⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛ −+

=⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

−

−+

n

rn

r

rn 1

1

1
 
⎠⎝⎠⎝

 
  Απόδειξη 
Μια τέτοια διάταξη αντιστοιχεί στους συνδυασμούς με επαναλήψεις των 
ά r . n  
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τη γεννήτρια συνάρτηση 

Η συνάρτηση αυτή είναι ένα πολυώνυμο ως προς   βαθμού 

 
  Απόδειξη
Θεωρούμε 

kttttg ...1()( 12 −++++= r)
444444444 3444444444 21

L

ςφορέr

kkk tttttt )...1()...1()...1( 111 −−− ++++++⋅+++=  

t ( )1−kr
είναι οι

. 
Δηλαδή  τα  
συντελεστές του πολυωνύμου και είναι πραγματικοί αριθμοί. 
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  Απόδειξη Θεωρήματος 

ε επιτυχία συμβολίζεται με S, ενώ κάθε αποτυχία με F. Τα 
στ  μι κυκλικής ακολουθίας από 
ανεξάρτητε δοκιμές Bernoulli είναι μία κυκλική μετάθεση   
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Βάσει της Βασικής Αρχής Απαρίθμησης ο συνολικός αριθμός διανομών 
των  y  επιτυχιών σε yn −  x  κάλπες έτσι ώστε να δημιουργηθούν μη 
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2.2 Κατανομή του πλήθους των μη πικαλυπτόμενω  
ροών επιτυχιών μήκους k σε 

ε ν
n ανεξάρτητες δοκιμές 

Bernoulli διατεταγμένες σε κύκλο, με χρήση 
διωνυμικών συντελεστών. 
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μπ ς τ
ές της τυχαίας μεταβλητής
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ξάρτητε lΠαράδειγμα: Δίνεται  ακολουθία από 12 ανε ς δοκιμές Bernoul i 

διατεταγμένες σε κύκλο, με πιθανότητα επιτυχίας 
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Θα υπολογίσουμε τις κυκλικές διατάξεις 

∑
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−c

−⋅−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

1

0 11

1331
)1(

1
12)3,1,2(

j

j
j

j
N

 

12
0

1
1
1

0
2

0
1

12 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

∑
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−⋅−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2

0 12

1332
)1(

2
12)3,2,1(

j

j
c

j

j
N 12

1
4

21
1

1
2

1
2

0
2

6 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

2

 

∑
=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−⋅−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

3

0 13

1333
)1(

3
12)3,3,0(

j

j
c

j

j
N 4...

2
1

1
3

2
2

0
3

4 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

 
Με αντικατάσταση στη σχέση (1) έχουμε  

⎪
⎭

⎪
⎬⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎪
⎩

⎪
⎨⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==3,12 3

14
3
5

3
112

3
4

3
112

3
3

4
3)3CN 342573881,0

⎫⎧ 32112

(P ≅ . 

Μια παρ πο εί να δοθεί από τους M kri, Philipp u, 

επικαλυπτόμενων  ροών επιτυχιών μήκους k , αν θέσουμε =l
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2.3 Κατανομή του πλήθους των μη επικαλυπτόμενων 
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αρατήρηση: Η ιδιότητα του Τριγώνου Pascal για διωνυμικούς 
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Παράδειγμα: Έστω ακολουθία 8 δοκιμών Bernoulli διατεταγμένων σε 

κύ  πιθανότητα επιτυχίας κάθε δοκιμής 8,0== ppi  κλο με για και 
πιθανότητα αποτυχίας 

 8,...,2,1=i  
2,01 =−== pqqi . Θα   

το πλήθος των μη επικαλυπτόμενων ροών επιτυχιών μήκους 3 να είναι 1, 
χρησιμοποιώντας τα τρία παραπάνω Θεωρήματα. 
 

 με το Θεώρημα 4 (Charalambides 1994) 

υπολογίσουμε την πιθανότητα
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Θα υπολογίσουμε τους συντελεστές 
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Και σύμφωναμε το Θεώρημα 6 (Makri, Philippou 1994) 
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2.4 Αναδρομικές σχέσεις για την κατανομή του πλήθους 
τω πτόμενων ροών επιτυχιών μήκους k σε n 
ανεξάρτητες δοκιμές Bernoulli διατεταγμένες σε κύκλο, 

. 

Στη συνέχεια δίνεται σχέση μεταξύ των συναρτήσεων πιθανότητας των 
τυχαίων μεταβλητών  και . 

 
kri, Philippou 1994). Έστω και  

μεταβλητές που παριστάνουν το πλήθος των μη  ροών 
επιτυχιών μήκους σε ανεξάρτητες δοκιμές διατεταγμένες σε 
κύκλο και γραμμή . Θέτουμε 
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2.5 Δεσμευμένη κατανομή του πλήθους των μη 
αλυπτόμενων ροών επιτυχιών μήκους k σε n 
άρτητες δοκιμές Bernoulli διατεταγμένες σε κύκλο, 

δοθέντος του συνολικού αριθμού επιτυχιών,  . 
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Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με την αξιοπιστία κυκλικών από-

α συστημάτων αποτυχίας.  
Λέγοντας αξιοπιστία, εννοούμε τον βαθμό βεβαιότητας ότι ένα σύστημα 

α λειτουργήσει επιτυχώς σε ένα συγκεκριμένο περιβάλλον και για ένα 
υγκεκριμένο χρονικό διάστημα.  

από-τα σύστημα αποτυχίας είναι το σύστημα εκείνο το οποίο 
ελείται  συνιστώσες και παύει να λειτουργεί αν και μόνο αν 

μ νιστούν αποτυχημένες συνιστώσες του. 
Κυκλικό συνεχόμενο από-τα σύστημα αποτυχίας ονομάζεται το 
υκλικό σύστημα που αποτελείται συνιστώσες και το οποίο παύει να 
ειτουργεί αν και μόνο   συνεχόμενες αποτυχημένες 
υνιστώσες.  

.1 Αξιοπιστία κυκλικού συνεχόμενου k-από-τα-n 
συστήματος αποτυχίας με χρήσ   διωνυμικών 
συντελεστών. 

  
Θεωρούμε ένα κυκλικό σύστημα του οποίου οι συνιστώσες λειτουργούν 
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(Charalambides 1991). Μια ισοδύναμη έκφραση αυτής της πιθανότητας 
δόθηκε το 1985 από τους Lambiris και Papastavridis. 
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Επίσης σύμφωνα με το Θεώρημα 5 των Makri, Philippou, Psillakis 
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αράδειγμα: Δίνεται

=

 κυκλικό σύστημα από 8 ανεξάρτητες συνιστώσες με 

πιθανότητα επιτυχίας 

Π

3
1

=p  και πιθανότητα αποτυχίας 
3
2

=q . Θα 

υπολογίσουμε την αξιοπιστία ενός κυκλικού -τα-8  
συστήματος αποτυχίας. 

 

συνεχόμενου 3-από

Θα χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις (3.1.1) και (3.1.2) για 8=n , 
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Ενώ σύμφωνα με τη σχέση (3.1.2) έχουμε  
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3.2 Αξιοπιστία κυκλικού συνεχόμενου k-από-τα-n 
συστήματος αποτυχίας με χρήση πολυωνυμικών 
συντελεστών. 

Σύμφωνα με το Θεώρημα 6 των Makri, Philippou (1994) για
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Εάν στη σχέση αυτή θέσουμε και εναλλάξουμε τα p  
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αράδειγμα: Δίνεται κυκλικό σύστημα από 8 ανεξάρτητες συνιστώσες με 
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υπολογίσουμε την αξιοπιστία ενός κυκλικού συνεχόμενου 3-από-τα-8  
συστήματος αποτυχίας. 
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ρομικ  σχέσεις για τον υπολογισμό της  

αξ ός κυκλικού συνεχόμενου k-από-τα-n 
συ τυχίας. 

γραφο θα συνδυάσουμε την αξιοπιστία ενός κυκλικού      
ματος αποτυχίας με την αξιοπιστία γραμμικών 

συ  αποτυχίας. 
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3.3 έςΑναδ
ιοπιστίας εν
στήματος απο
 
Σε αυτή τη παρά
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και πιθανότητα 
αποτυχίας , για κάθε Pqi = ( qX i == )0  i = . 
Η αξιοπιστία ενός γραμμικού από-τα συστήματος αποτυχίας δίνεται 

από 

(Derman, Lieberman, Ross 1982) 
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 Λήμμα 3 της προηγούμενης παραγράφου, ο 

αροθμός αυτός δίνεται από 

                                   

Θεώρημα 9 (Derman, Lieberman, Ross 1982). Η αξιοπιστία ενός 
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 Απόδειξη 
αία ένα σημείο του κύκλου μεταξύ  συνιστωσών του. 

Έστω Ν το πλήθος των αποτυχημένων συνιστωσών μέχρι την εμφάνιση της 
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τω χημένων συνιστωσών μέχρι την εμφάνιση της πρώτης 
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Η ίδια σχέση προέκυψε και από το Θεώρημα 7 τω
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ν Makri, Philippou 
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  να είναι σε όλους τους μη αρνητικούς ακεραίους 
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xxxx ++++ ......

οι οποίοι ικανοποιούν τη σχέση . 

Αξίζει να σημειωθεί ότι στην περίπτωση συστήματος ανεξάρτητων 
συνιστωσών με όχι κατ’ανάγκη ίση αξιοπιστία συνιστωσών, η αξιοπιστία ενός 
κυκλικού συνεχόμενου από-τα συστήματος αποτυχίας μπορεί να 
υπολογισθεί με την μέθοδο της εμβάπτισης σε Μαρκοβιανή αλυσίδα ό τη 
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υχιών μήκους  ροών αποτ  k  και τα iα , iβ  είναι όπως στη σχέση (1.3.2) με 

εναλλαγή των  p  και . 
 
Παράδειγμα: Δίνεται κυκλικό σύστημα από 8 ανεξάρτητες συνιστώσες με 

πιθανότητα επιτυχίας 
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 1=i  
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         0     0     1 
 

 2=i  
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στη σχέση (2) έχουμε 
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Τελικά με αντικατάσταση 
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CR 3
. 

 α την
ό-τα

γραμμικών τους Antonopoulou, Papastavridis 
(1987). 

. Η αξιοπιστία 
κυκλικού συνεχόμενου από-τα συστήματος αποτυχίας που αποτελείται 
απ υν ώσες,  από 
 

) . 

 
 

  παραπάνω σχέσης, σημειώνουμε ότι το γεγονός 
ότι εχόμενο σύστημα αποτελούμενο από  συνιστώσες να 
λε  διασπαστεί στα γεγονότα 

οστή συνιστώσα του λειτουργεί και το γραμμικό 
συνιστωσών να λειτουργεί 

τ  συνιστώσα του αποτυγχάνει και το κυκλικό 
οσύστημ τω

 
Μια άλλη έκφραση η οποί  συνδέει  αξιοπιστία κυκλικού 

συνεχόμενου k -απ n  με την αξιοπιστία άλλων κυκλικών και 
 υποσυστημάτων δόθηκε από 

-

 
Θεώρημα 10 (Antonopoulou, Papastavridis 1987)

 k -
ιστ

- n  
δίνεταιό n  ανεξάρτητες σ

( ) ( )1,, +−= nkRpnk Ln ( ) (( )1,2,1,
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  Απόδ
Για τη της

ειξη
ν κατανόηση

 ένα κυκλικό συν n  
ιτουργεί μπορεί να

1. Η  n -
υποσύστημα των

2. Η  n -οσ
  1−n  

ή
υπ ν α 1−n  

ακριβ
συνιστωσών να λειτουργεί, εκτός των 

 ώς συνεχόμενες συνιστώσες περιέχουν τη k  περιπτώσεων όπου
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συνιστώσα αποτυγχάνουν και οι υπόλοιπες συνιστώσες να 
περιέχονται  γραμμικό υποσύστημα που να λειτουργεί. 
οι συνιστώσες είναι ανεξάρτητες και ισόνομες με πιθανότ τα 

επιτυχίας πιθανότητα αποτυχίας

n  
 σε

και 
Εάν η

 ppi =   qqi = , τότε 

  
 

( ) ( ) ( ) ( )2,;1,;1,;,; 2 −−−−+− knkpRqkpnkpqRnkppRnkpR L
k

CLC =

επιτυχίας

. 

 κυκλικό σύστημα από 8 ανεξάρτητες συνιστώσες με 

πιθανότητα  

 
Παράδειγμα: Δίνεται

3
1

=p  και πιθανότητα αποτυχίας 
3
2

=q . Θα 

υπολογίσουμε την αξιοπιστία ενός κυκλικού συνεχόμενου 3-από-τα-8  
συ . 

 
ημα 10 έχουμε 

 
στήματος αποτυχίας

Χρησιμοποιώντας το Θεώρ
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όπ είναι  α αου το άθροισμα ∑
321 ,, xxx

 σε όλους τους μη ρνητικούς κεραίους 

321 ,, xxx  οι οποίοι ικανοποιούν τη σχέση ixxx −=++ 732 321 . 
 
 

• για 0=i  
        732 321 =++ xxx  
         7    0     0 
         5    1     0 
         4    0     1 
         3    2     0 
         1    3     0 
         2    1     1 
         1    0     2 
         0    2     1 
          

• για 1=i  
        632 321 =++ xxx  
         6  0     0     
         4     1     0 
         3     0     1 
         2     2     0 
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         1     1     1 
         0     3     0 
         0     0     2 
 
 

• για
     

 2=i  
 532 321 =++ xxx    

         5     0     0 
         3     1     0 
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         1     2     0 
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⎝ 3

όπου το άθροισμα είναι σε όλους τους μη αρνητικούς ακεραίους 

 τη σχέση

∑
321 ,, xxx

321 ,, xxx   ixxx −=++ 732 321οι οποίοι ικανοποιούν . 
 

 1     1     1 
 0     3     0 

         0     0     2 

• για

       3     1     0 

         0     1     1 

• για

         4     0     0 
       2     1     0 

         1     0     1 

          

Άρα  

• για 1=i  
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όπ είναι σε όλους τους μη αρνητικούς ακεραίους 
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⎛
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321 ,, xxx
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Κυκλικό συνεχόμενο -από-τα σύστημα  αποτυχίας ονομάζεται το 

κυκλικό  που  από συνιστώσες και το οποίο παύει να 
λειτουργεί και μόνο αν εμφανιστούν μη επικαλυπτόμενες ροές από
συνεχόμενες αποτυχημένες συνιστώσες του. 

.1 Αξιοπιστία κυκλικού m-συνεχόμενου k-από-τα-n 
συστήματος αποτυχίας με χρήση διωνυμικών συντελεστών.   

 την κατανομή του αριθμού των μη επικαλυπτόμενων ροών 
επιτυχιών μήκους σε ανεξάρτητες δοκιμές Bernoulli 
αι εναλλάσοντας 
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κ  τα , παίρνουμε την κατανομή
η επικαλυπτόμενων  αποτυχιών μήκους σε

Bernoulli και την συμβολίζουμε με 
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ανεξάρτητες δοκιμές   k   n  
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~
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Η αξιοπιστία ενός κ - ό-τα  συστήματος 
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(Charalambides 1994) 
Μια παρόμοια έκφραση της ίδιας αξιοπιστίας έχει δοθεί από τους 

Hwang, Papastavridis 1991. 
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Στην ερίπτωση συστήματος ανεξάρτητων συνιστωσών με όχι κατ’ανάγκη 

ίση αξιοπιστία συνιστωσών, η αξιοπιστία ενός κυκλικού m -συνεχόμενου k -
από-τα- n  συστήματος αποτυχίας μπορεί να υπολογισθεί με την μέθοδο της 
βάπτισης σε Μαρκοβιανή αλυσίδα από τη σχέση 
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Παράδειγμα: Δίνεται κυκλικό σύστημα από 8 ανεξάρτητες συνιστώσες Η 

πιθανότητα επιτυχίας κάθε συνιστώσας είναι 
. 

8,0=p  , ενώ η πι α 
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θανότητ
 2,08,011 =−=−= pq . Θα  την  αξιοπιστία του 

κυ π
υπολογίσουμε

κλικού 3-συνεχόμενου 2-από-τα-8 συστήματος α οτυχίας. 
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ε αντικατάσταση στη σχέση  (1) έχουμε Μ

( )8,3,2;8,0CR 402,0 8 ⋅
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
= 240 ⋅+ 340 ⋅+ 442 ⋅+ 5416 ⋅+ 6420 ⋅+ 748 ⋅+ 841⋅+ 40 ⋅+                     

                                 2402 ⋅⋅+ 34
3
83 ⋅⋅+ 44124 ⋅⋅+ 5485 ⋅⋅+ 64

3
46 ⋅⋅+ 40 ⋅+  

                                 

            . 

2443 ⋅⋅+ 3486 ⋅⋅+
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
⋅⋅+ 44210  

 99926016,0≅  
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4.2 Αξιοπιστία κυκλικού m-συνεχόμενου k-από-τα-n 
συστήματος αποτυχίας με χρήση πολυωνυμικών 
συντελεστών.   

 
Θεώρημα 11 (Makri, Philippou 1995). Η αξιοπιστία κυκλικού 

συνεχόμενου από-τα συστήματος αποτυχίας δίνεται από τον τύπο 
m -

 k - -n  
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  Απόδειξη 
Σύμφωνα με το Θεώρημα 6 των Makri, Philippou (1994) , έχουμε δείξει 

ότι  
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p  και και αθροίσουμε για όλες τις τιμές του q  x  Εάν εναλλάξουμε τα 
από 0 εως 1−m , τότε  η αξιοπιστία του  κυκλικού m-
συνεχόμενου k-από-τα-n συστήματος αποτυχίας. Άρα  
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ου δόπ  είναι η συνάρτηση δέλτα του Kronecker και το άθροισμα 
∑∑ =

kxx ,...,
1

1

 είναι  όλους τους μη ρνητ ύς ακεραίους kxx ,...,1  οι οποίοι  σε  α ικο

 τη σχέση . 

αράδειγμα: Δίνεται κυκλικό σύστημα από 8 ανεξάρτητες συνιστώσες. Η 
πιθανότητα επιτυχίας κάθε συνιστώσας είναι 

ικανοποιούν  ∑ −−=
k

kxinjx
=j

j
1

 
Π

8,0=p  , ενώ η πιθανότητα 
αποτυχίας είναι 2,08,011 =−=−= pq . Θα υπολ την  αξιοπιστία του 
κυκλικού 3-συνεχόμενου 2-από-τα-8 συστήματος αποτυχίας. 

 
ώρημα 11 έχουμε 

ογίσουμε 

Σύμφωνα με το Θε
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όπου το άθροισμα είναι σε όλους τους μη αρνητικούς ακεραίους 

οι  σχέση

82,0+

 ∑1

 τη
21 , xx  

 xixx 282 21 −−=+οποίοι ικανοποιούν . 

Για ευκολία στους υπολογισμούς, θέτουμε , 
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Με αντικατάσταση στη σχέση  (2) των και

 01073152,0≅

 ,A  ,B  ,C  ,D   E  έχουμε 
 

( ) 82,08,3,2;8,0 +++++= EDCBARC 99926016,0≅ .      
        

 4.3 Αναδρομικές σχέσεις για τον υπολογισμό της 
αξ ενός κυκλικού m-συνεχόμενου από-τα-n 
συστήματος αποτυχίας. 
 

υμβολισμο
: το πλήθος των συνιστωσών του συστήματος, 

π αλυπτόμενων ροών από αποτυχημένες 

, , , : πιθανότητα ότι η συνιστώσα θα αποτύχει πριν τη 

νος της 1  αποτυχίας του συστήματος, 
γε αμμικό σύστημα που αποτελείται από τις συνιστώσες 

 τουλάχιστον συνεχόμενες ροές από αποτυχημένες 

                   
 

ιοπιστίας  k-

Σ ί 
n
s : k   το πλήθος των μη ε ικ
συνιστώσες, 

)(qi
χρονική
t iq )(1 tpi− i

 στιγμή t , 
p i  

nT : ο χρό ης

γονός L : το γρij

περιέχειj,...,1+  ii,
συνιστώσ

s  k  
ες με ij > , 

( ) ( )( )sLPF ijL sn =, π: ιθανότητα αποτυχίας του γραμμικού συστήματος για 

): πιθανότητα αποτυχίας του κυκλικού συστήματος. 
 

 
 

nji <<<1 , 
( ) ( tTPsnF nC ≤=,

 

‐ 82 ‐



Θεώρημα 12 (Alevizos, Papastavridis, Sypsas 1993).  
1) Αν 2+≥ kmn  τότε  

( ) ( mnFpmnF LnC ,1, −= ) ( )mnFq Cn ,1−+ ( )∑∑
=

−

=
++

m

s

sk

i
ii pqqq
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0
121 ...        

                 ... ( )isknisknnn pqqq +−++−−⋅ 11 ( ) ( )( )11,21,2 +−−− ++−+++−+ smLsmLP iskniiskni  
και  

    ( ) ( mnFpmnF LnC ,1, −= ) ( )mnFq Cn ,1−+ ( )∑∑
=

−

=
++

m

s

sk

i
ii pqqq

1

1

0
121 ...        

( )isknisknnn pqqq +−++−−⋅ 11... ( ) ( )[ ]1,2,2 +−−−−−−− smsknFsmsknF LL                                           
2) Αν τότε kmn <   ( ) 0, =mnFC  

 ( ) nC qqqmnF ..., 21=  3) Αν kmn =  τότε

4) Α τόν τε

5) Αν και οι συνιστώσες είναι ανεξάρτητες και ισόνομες με 

 1+= kmn   ( ) ∑
=

+−+=
n

i
niiinC qqpqqqqqqmnF

1
112121 .........,  

2+≥ kmn  
pppp n ==== ...21  τότε  

( ) ( mnFpmnF LnC ,1, −= ) ( )mnFq Cn ,1−+  

                                ∑∑
=

−

=

+
m

s

sk

i

skqp
1

1

0

2 ( ) ( )( )11,21,2 +−−− ++−+++−+ smLsmLP iskniiskni  

 
Απόδειξη 
( ) PmnFC =, (το σύστημα αποτυγχάνει και η n -οστή συνιστώσα λειτουργεί) 
                  +P (το σύστημα αποτυγχάνει και η οστή συνιστώσα         

αποτυγχάνει) 
 n -

                          
       P= (το σύστημα αποτυγχάνει και η n -οστή
                  +

 συνιστώσα λειτουργεί) (1) 
P (το σύστημα αποτυγχάνει και η n           

                         αποτυγχάνει και το κυκλικό 
-οστή συνιστώσα

( ).. 1, .,2,1 −n ποτυγχάνει) (2) 
                  +

 α
P (τ σύστημα αποτυγχάνει και η n -οστή συνιστώσα         

                       οτυγχάνει και το κυκλικό 
ο 

  απ ( )1,...,2,1 −n  λειτουργεί)    (3) 
Οι πιθανότητες (1) και (2) βάσει των ορισμών είναι και  

α) Έστω
ών και

( )mnFp Ln ,1−  
( )nFq Cn −  αντίστοιχα. Όσον αφορά την πιθανότητα (3) θα συμβαίνει αν 

ισχύουν τα παρακάτω: 
 s , ms ≤≤1 , ροές από k  συνεχόμενες αποτυχημένες συνιστώσες 

μεταξύ των σ τω

m,1

 
υνισ σ  i   j  με nji <<<1 . Δηλαδή οι συνιστώσες , 

, .
 i

1−i 2 , −i .., 1 και n , 1−n , ..., 1++−= isknj  είναι αποτυχημένες. 
νιβ) Οι συ στώσες και 1+i   isknj +−=−1  λειτουργούν. 

γ) Μεταξύ των συνιστωσών 2+i , 3+i , ..., 12 −+−=− isknj  υπάρχουν 
ακριβώς ροές  από συνεχόμενες . 
                           
                    
 

 sm −   k  αποτυχημένες συνιστώσες
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THE NUMBER OF SUCCESS RUNS AND THE RELIABILITY 
 CONSECUTIVE FAILURE SYSTEMS. 

 
 

ider a sequence of  independent Bernoulli trials, 
 

OF CIRCULAR 

 
n nXXX ,...,, 21  Cons

arranged on a circle with success probability
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