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Περίληψη 
 
 
Οι συναρτήσεις Mittag-Leffler ορίζονται υπό μορφή σειράς ως εξής: 
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Αποτελούν δε γενίκευση της εκθετικής σειράς, για Cz∈  και της 
γεωμετρικής σειράς για 1<z . Χρησιμοποιούνται στις κλασματικές 
διαφορικές εξισώσεις, διότι η λύση τους εκφράζεται με τις συναρτήσεις 
Mittag-Leffler και γενικεύσεις αυτών. 
 
Η εργασία αυτή αποτελεί ανασκόπηση για τις συναρτήσεις Mittag-
Leffler και περιλαμβάνει εκτός από τους ορισμούς αυτών και των 
γενικεύσεών τους, ιδιότητες και αναδρομικές σχέσεις που ικανοποιούν. 
Εκφράζουμε γνωστές συναρτήσεις με τη βοήθεια των συναρτήσεων 
Mittag-Leffler. Βρίσκουμε το μετασχηματισμό Laplace αυτών και των 
γενικεύσεών τους, διότι ο μετασχηματισμός  Laplace είναι μια μέθοδος 
επίλυσης των κλασματικών διαφορικών εξισώσεων. Τέλος, αναφέρουμε 
εφαρμογές και προβλήματα, που εκφράζονται μέσω κλασματικών 
διαφορικών εξισώσεων και δίνουμε τη λύση τους με μορφή 
συναρτήσεων Mittag-Leffler. 
  

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Abstract 
 
The Mittag-Leffler functions are defined by series with the following 
form: 
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They are a generalization of the exponential series, for Cz∈  and 
geometric series for 1<z . Moreover, they are used in fractional 
differential equations, because their solution is expressed with the Mittag-
Leffler functions and generalizations of them. 
 
This diploma thesis constitutes a review of the Mittag-Leffler functions 
and includes besides the definitions of them and their generalizations, 
some properties and recurrence relations that they satisfy. We express 
some acquaintances functions with the Mittag-Leffler functions. In 
addition, we calculate the Laplace transform of these functions and their 
generalizations, which is useful in deriving the solution of fractional 
differential equations. Finally, we present some applications and 
problems, which are expressed through fractional differential equations 
and we give their solution with terms of the Mittag-Leffler functions. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



1. Ορισμοί 
 
Οι βασικές συναρτήσεις Mittag-Leffler με μία και δύο παραμέτρους 
ορίζονται αντίστοιχα ως εξής: 
 
Ορισμός 1. [3,26]   
Η συνάρτηση 
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ονομάζεται συνάρτηση Mittag-Leffler, όπου )(zΓ  είναι η συνάρτηση 
Γάμμα: 
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Η συνάρτηση (1.1) εισήχθη από το Σουηδό μαθηματικό G.M. Mittag-
Leffler σε μια εργασία του, που αφορούσε στις σειρές το 1903 [Mittag-
Leffler,1903]. Οι ιδιότητες της συνάρτησης )(zEα  μελετήθηκαν στις 
εργασίες του ιδίου, το 1904 και 1905 [14,15,16,17,18]  και από τον 
Wiman το 1905 [28,29].  
 
Η συνάρτηση (1.1) είναι ακέραια συνάρτηση και αποτελεί επέκταση της 
γεωμετρικής σειράς και της εκθετικής συνάρτησης, αφού από τον ορισμό 
1 για 0=α  και 1=α , έχουμε: 
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αντίστοιχα. 
 
Ορισμός 2.  [3,26] 
Η συνάρτηση  
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είναι μια πρώτη γενίκευση της (1.1) αφού  
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Η συνάρτηση αυτή εισήχθη από τον  Wiman 1905 [Wiman 1905] και 
βασικές της ιδιότητες μελετήθηκαν πρώτα από τους Agarwal και 
Humbert το 1953.  
 
Η συνάρτηση )(, zE βα  θεωρείται επέκταση της γεωμετρικής σειράς, αφού 
για 0=α  η (1.4) δίνει: 
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Οι συναρτήσεις (1.1) και (1.4) εμφανίζονται στη λύση ορισμένων 

προβλημάτων συνοριακών τιμών και  κλασματικών ολοκληρο-
διαφορικών εξισώσεων τύπου Volterra. Πρώτοι οι Hille και Tamarkin 
(1930) είχαν παρουσιάσει μια λύση  της εξίσωσης Abel-Volterra με 
όρους της συνάρτησης Mittag-Leffler.  

 
Τα τελευταία χρόνια υπάρχει αυξημένο ενδιαφέρον για τις 

συναρτήσεις Mittag-Leffler εξαιτίας της χρησιμότητάς τους σε αρκετά 
εφαρμοσμένα προβλήματα όπως είναι στη ρεολογία, στα ηλεκτρικά 
δίκτυα, στη θεωρία στατιστικών κατανομών, στην περιγραφή 
φαινομένων εκτόνωσης, στα μιγαδικά φυσικά και βιοφυσικά συστήματα, 
στις κλασματικές κινητικές εξισώσεις και αλλού.  
 
 
 
2. Ειδικές περιπτώσεις των συναρτήσεων Mittag-Leffler 
 

Οι ορισμοί (1.1) και (1.4) για συγκεκριμένες τιμές των α  και βα ,  
αντίστοιχα δίνουν εκτός από τις σχέσεις (1.2), (1.3) και (1.5) και τις 
παρακάτω[3]: 
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Οπότε, 
!2

3
2
1

2
3

2
1

2
3cos2

3

0

312

31

n
ziize

n

n

nnz

∑
∞

=

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Αν θέσουμε 
2
3

2
1 i+−=α  τότε 

2
3

2
1 i−−=α  και 1

4
3

4
1

=+=α . 

Έχουμε 
2
1cos −=ϑ  και 

2
3sin =ϑ  όποτε 

3
2πϑ = . 

Τότε 
3

2sin
3

2cos ππα i+=         ⇒  

3
2sin

3
2cos ππα ninn +=  και 

3
2sin

3
2cos ππα ninn −=  ⇒  



3
2cos2 παα nnn =+ . 

Οπότε, έχουμε ότι: 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ ∑∑

∞

=

∞

=

−

!3
2cos2

!2
3cos2

3

00

3
312

31
31

n
zn

n
zzee

n

nn

nz
z π  

+++++= K
!3!2!1

1
333231 zzz  

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−−+−−+ K

!62
1

!52
1

!42
1

!32
1

!22
1

!12
112

363534333231 zzzzzz  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++++++++= KK

!9!6!3
12

!9!6!3
1

3232 zzzzzz  

∑∑
∞

=

∞

=

=
+Γ

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

⋅
+

⋅
++=

0
3

0

32

)(3
)13(

3
)!3(

3
)!33()!23(!3

13
n

n

n

n

zE
n
z

n
zzzz

K .□ 
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διότι: από την (i), (ii) και την σχέση (3.1) 
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όπου η erfc  είναι η συμπληρωματική συνάρτηση σφάλματος. 
Υπενθυμίζουμε ότι  η συνάρτηση σφάλματος ορίζεται ως εξής: 
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όπου qp F  είναι η υπεργεωμετρική συνάρτηση, που ορίζεται :  
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είναι το σύμβολο του Pochhammer. Η συνάρτηση qp F  είναι γενίκευση 
της γνωστής υπεργεωμετρικής συνάρτησης:  
 

∑
∞

=

=
0

12 !)(
)()();;,(

n

n

n

nn

n
zzF

γ
βαγβα . 

 
 

vii. ,1)(2,1 z
ezE

z −
=     Cz∈  

 

διότι: )1(1
)1(

1
)2(

1
)2(

)(
10

1

0
2,1 −=

+Γ
=

+Γ
=

+Γ
= ∑∑∑

∞

=

∞

=

+∞

=

z

n

n

n

n

n

n

e
zn

z
zn

z
zn

zzE . 

 
 

viii.     ( )
z

zzE sinh)(2,2 =  

 
διότι:  

( ) ∑∑
∞

=

+∞

=

−

+
=

−−
=

−
=

0

12

0
)!12(

)(2
2

1
!

)()(
2

1
2

sinh

n

n

n

nnzz

n
z

zn
zz

zz
ee

z
z  

               ∑∑
∞

=

∞

=

=
+Γ

=
+Γ

=
0

2,2
0

2

)(
)22()22(

)(

n

n

n

n

zE
n
z

n
z . 



 
Σχήμα 1: Διάγραμμα της συνάρτησης Mittag-Leffler )(xEα  για .5,4,3,2,1,0=α  
 
 
 
3. Ιδιότητες και αναδρομικές σχέσεις των συναρτήσεων 
Mittag-Leffler          
 
Οι συναρτήσεις Mittag-Leffler ικανοποιούν τις ακόλουθες  σχέσεις[1,3]: 
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Αντίστοιχα, για την συνάρτηση )(, zE βα−  για την οποία έχει αποδειχθεί 
[2] ο τύπος:  
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με 0)(,0)( >ℜ>ℜ βα  και Nr∈ . 
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Παρατήρηση 3.1. Θέτοντας 1=r  στην (3.11) προκύπτει η (3.4). 
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4. Γενικεύσεις των συναρτήσεων Mittag-Leffler 
 
Οι γενικεύσεις των συναρτήσεων Mittag-Leffler, αναφέρονται ως προς 
τις παραμέτρους και ως προς τις μεταβλητές. Οι κυριότερες είναι[3]:  
 
(1) Η συνάρτηση )(, zE γ

βα , που ορίζεται ως εξής [7]:  
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όπου n)(γ  το σύμβολο του Pochhammer. Είναι μια συνάρτηση τάξης 

[ ] 1)( −ℜ= αρ  και τύπου { }[ ] ραα
ρ

σ
−ℜℜ= )()(1 .  

 
(2) Η συνάρτηση )(,

, zE κγ
βα , η οποία ορίζεται ως εξής [26]:     
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 Cz ∈γβ ,, , { },1)(,0max)( −ℜ>ℜ κα 0)( >ℜ κ . 
 
Παρατήρηση 4.1. Οι συναρτήσεις (4.1), (1.4) και (1.1) προκύπτουν από 
την (4.2) για 1=κ , ( 1=κ , 1=γ ) και ( 1=κ , 1=γ , 1=β ) αντίστοιχα. 
 
(3) Η συνάρτηση  ))(;),(( ,1 zE mjj βαρ , που ορίζεται από την ακόλουθη 
σειρά 
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όπου Cz j ∈βρ,, , 0)( >ℜ jα , 0)( >ℜ jβ  mj ,,1K=  και Nm∈ .  
 
(4) Η συνάρτηση )(,, zE m βα , που ορίζεται από την σειρά: 
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{ }K,2,1,00 =∈Nk  όπου C∈βα ,  και ,ℜ∈m  ,0)( >ℜ α  ,0>m  
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με 1>m  ακέραιος, 0,,1 >mρρ K  και Cm ∈μμ ,,1 K με 0)( >ℜ iμ . 
 
 
(6) Η συνάρτηση Mittag-Leffler που αποτελείται από n  μιγαδικές 
μεταβλητές nzz ,,1 K , με μιγαδικές παραμέτρους Cn ∈βαα ,,,1 K  
ορίζεται ως εξής  
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Το παρακάτω θεώρημα ισχύει για την συνάρτηση Mittag-Leffler 

)(,
, zE κγ
βα , όπως ορίζεται απ’ την (4.2).  
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Απόδειξη. 
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Έστω ότι ισχύει για n , δηλαδή η εξής σχέση 
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Η τελευταία ισότητα προκύπτει από την σχέση (*) θέτοντας όπου β  το 
1−β .□ 

 
Ένας άλλος τρόπος απόδειξης είναι ο εξής: 
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Παρατήρηση 4.2. Το θεώρημα 4.1 ισχύει και για τις συναρτήσεις 
Mittag-Leffler (4.1), (1.4) και (1.1), σύμφωνα με την παρατήρηση 4.1.  
 
Πρόταση 4.1. Μια βασική ιδιότητα για την συνάρτηση Mittag-Leffler 
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Κάποιες βασικές ιδιότητες της συνάρτησης )(,
, zE κγ
βα  είναι [24]: 
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όπου C∈γβα ,, , 0)( >ℜ α  και N∈κ . 
 
Ειδικότερα, για 1=κ  η (4.10) γίνεται: 

)()()( ,
1

,, zzEzEzE γ
βα

γ
αβα

γ
αβα =− −

−− .                                                      (4.11) 
 

iii) )()()( ,
,

,
, zEzE

dz
d m

mm

m
κκγ
αβακ

κγ
βα γ +

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛                                                  (4.12) 
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όπου C∈γβα ,, , 0)(),(),( >ℜ−ℜℜ γβα m  και Nm∈,κ . 
 
 
 
5. Ειδικές περιπτώσεις των γενικευμένων συναρτήσεων 
Mittag-Leffler 
 
Από τους ορισμούς της προηγούμενης παραγράφου, προκύπτουν [3,9]: 
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όπου );,( zβαφ  είναι η συρρέουσα υπεργεωμετρική συνάρτηση του 
Kummer, η οποία ορίζεται ως εξής: 
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Σημείωση 5.1: Η συνάρτηση 11ψ  αποτελεί μια ειδική περίπτωση της 
συνάρτησης qpψ  η οποία ορίζεται ως εξής: 
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Σημείωση 5.2: Η γενικευμένη συνάρτηση qpψ  και η γενικευμένη 
υπεργεωμετρική συνάρτηση qp F  συνδέονται μέσω της σχέσης: 
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για 2≥m : )01( =∞=∀ ii ρρ και 1=∀ iμ , mi ,,1K= . 
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για 2≥m : 1=∀ iρ , mi ,,1K= . 
 
Έστω )(zJν  είναι η γνωστή  συνάρτηση Bessel πρώτου είδους και τάξης 
ν , που ορίζεται υπό μορφή σειράς ως εξής : 
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και οι γενικεύσεις αυτής , όπως ορίζονται : 
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Παρατηρούμε ότι τις ανωτέρω συναρτήσεις μπορούμε να τις εκφράσουμε 
με μορφή γενικευμένων συναρτήσεων Mittag-Leffler ως εξής[9]: 
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6. Μετασχηματισμός Laplace των συναρτήσεων Mittag-
Leffler  
 

Ο μετασχηματισμός Laplace είναι μια χρήσιμη μέθοδος επίλυσης 
διαφορικών εξισώσεων και ολοκληρο-διαφορικών εξισώσεων. Επειδή οι 
συναρτήσεις Mittag-Leffler προκύπτουν στη λύση διαφορικών 
εξισώσεων κλασματικής τάξης θα υπολογίσουμε τον μετασχηματισμό 
Laplace κάποιων συγκεκριμένων μορφών αυτών. 

Ως γνωστόν αν )(tN  είναι μια συνάρτηση τέτοια ώστε το 
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μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης )(tN  ως προς τη μεταβλητή 
t , ορίζεται ως εξής: 
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όπου 0)( >ℜ s . 
 
Πρόταση 6.1. Κάποιες χρήσιμες ιδιότητες του μετασχηματισμού Laplace 
είναι οι εξής:  
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 Ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace ως προς s  δίνεται από τη 
σχέση  
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Γενικεύοντας τον ορισμό για μια συνάρτηση ),( txN  έχουμε: 
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Ο αντίστροφος μετασχηματισμός Laplace ως προς s  δίνεται από τη 
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Πρόταση 6.2. Ο μετασχηματισμός Laplace των συναρτήσεων  )(tEα  και 

)(, tE βα  είναι: 

{ } ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ss
stEL 1;

),1(
)1,1(),1,1(1)()( 12 α

ψα       ( 0)( >ℜ s )                            (6.8) 

και  

{ } ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

ss
stEL 1;

),(
)1,1(),1,1(1)()( 12, αβ

ψβα      )0)(( >ℜ s                            (6.9) 

 
αντίστοιχα, όπου 12ψ   είναι η συνάρτηση (5.5) για 2=p  και 1=q . 
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Πρόταση 6.3. Ο μετασχηματισμός Laplace της γενικευμένης 
συνάρτησης Mittag-Leffler )(, tEγ
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Απόδειξη. 
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Παρατήρηση 6.1: Οι σχέσεις (6.9) και (6.8) προκύπτουν απ’ την (6.10) 
για 1=γ  και 1=β , 1=γ  αντίστοιχα.  
 
Πρόταση 6.4. Ο μετασχηματισμός Laplace της συνάρτησης 
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Οι παρακάτω μορφές μετασχηματισμού Laplace χρησιμοποιούνται 
ευρέως  στις εφαρμογές για την λύση κλασματικών διαφορικών 
εξισώσεων. 
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Στις  ειδικές περιπτώσεις όπου 1=γ  και 1== γβ έχουμε τις σχέσεις, 
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αντίστοιχα. 
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Στην περίπτωση όπου 1=β , 
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7. Κλασματικά ολοκληρώματα και κλασματικές παράγωγοι 
Riemann- Liouville 
 

 Σ’ αυτή την παράγραφο θα δώσουμε τους ορισμούς του 
κλασματικού ολοκληρώματος και της κλασματικής παραγώγου Riemann-
Liouville και Caputo και θα αναφέρουμε βασικές ιδιότητες που 
ικανοποιούν. 
 
Ορισμός 7.1. Έστω [ ] ( )∞<<<∞−=Ω bb αα ,  ένα πεπερασμένο 
διάστημα πάνω στον πραγματικό άξονα ℜ . Τα κλασματικά 
ολοκληρώματα Riemann-Liouville fIνα+  και fIb

ν
−  τάξης C∈ν  

)0)(( >ℜ ν  ορίζονται ως εξής: 



∫ −
+ −

Γ
=

x

dttftxxfI
α

νν
α ν

)()(
)(

1:))(( 1   )0)(;( >ℜ> ναx                        (7.1) 

και 

∫ −
− −

Γ
=

b

x

b dttfxtxfI )()(
)(

1:))(( 1νν

ν
   )0)(;( >ℜ< νbx                        (7.2) 

αντίστοιχα, όπου )(νΓ  είναι η συνάρτηση Γάμμα. Τα ολοκληρώματα 
αυτά ονομάζονται  αριστερό και δεξί  κλασματικό ολοκλήρωμα. 
 
Σημείωση 7.1. Στην περίπτωση όπου ,Nn∈=ν  οι ορισμοί (7.1) και 
(7.2) μετατρέπονται ως εξής: 
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Ορισμός 7.2. Οι κλασματικές παράγωγοι Riemann-Liouville yDν

α+  
και yDb

ν
−  τάξης )0)((, ≥ℜ∈ νν C  ορίζονται ως εξής: 
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                                                                                                )( α>x  
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αντίστοιχα, όπου [ ] 1)( +ℜ= νn  και [ ])(νℜ  είναι το ακέραιο μέρος του 

)(νℜ .  
 
Σημείωση 7.2. Ειδικότερα, όταν ,0Nn∈=ν  τότε  
 

)())(( )( xyxyD nn =+α ,  )()1())(( )( xyxyD nnn
b −=−                                  (7.7) 

 



όπου )()( xy n  είναι η συνήθης παράγωγος της )(xy  τάξης n  
και για 0=n ,  
 

)())(())(( 00 xyxyDxyD b == −+α . 
 
(Στη βιβλιογραφία το κλασματικό ολοκλήρωμα μπορούμε να το δούμε 
γραμμένο και ως ( ) )(xfDx

ν
α

− ). 
 
Για 0=α  οι ορισμοί (7.1) και (7.5) για 0>x , παίρνουν τη μορφή: 
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Παρατήρηση 7.1. Εφαρμόζοντας  τους  ορισμούς (7.8) και (7.9) για 

ρttf =)(  παίρνουμε αντίστοιχα: 
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Για 0=ρ  η σχέση (7.11) δίνει: 

,
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1]1[0
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ν
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+ −Γ
= tD  0>t , 1)( <ℜ ν ,                                                (7.12) 

οπότε αποδεικνύεται ότι η παράγωγος Riemann-Liouville της μονάδας 
είναι διάφορη του μηδενός. 
 
Έστω  ),( baLp  είναι ο χώρος στον οποίο ανήκουν οι συναρτήσεις )(tf , 

),( bat∈  για τις οποίες ισχύουν οι εξής ιδιότητες: 
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3) )(sup xff bxa ≤≤∞
=  [3,8]. 

 
 
Πρόταση 7.1. Έστω 0)( >ℜ ν και ),()( baLxf p∈  ( ∞≤≤ p1 ), τότε 
ισχύουν οι παρακάτω ισότητες: 
                    ( ) )()( xfxfID aa =++

νν  και ( ) )()( xfxfID bb =−−
νν .              (7.13) 

 
Πρόταση 7.2. Έστω 0)( >ℜ ν , 1)]([ +ℜ= νn  και ( ) )()( xfIxf n
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κλασματικό ολοκλήρωμα τάξης ν−n . 
α) Αν ∞≤≤ p1  και )()( pa LIxf ν

+∈ , τότε 

                                       ( ) )()( xfxfDI aa =++
νν .                                   (7.14) 

β) Αν ),()( 1 baLxf ∈  και ],[)( baACxf n
n ∈−ν , τότε ισχύει η ισότητα  
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Ειδικότερα, αν 1)(0 <ℜ< ν , τότε  
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+− = , ενώ για Nnv ∈=  ισχύει: 
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Κλασματικές παράγωγοι Caputo 
 
Ορισμός 7.3. Έστω ],[ bα  ένα πεπερασμένο διάστημα στο ℜ  , και έστω 

[ ] ( ) ),()()( xyDxtyD ν
α

ν
α ++ ≡  [ ] ( ) )()()( xyDxtyD bb

νν
−− ≡  είναι οι κλασματικές 

παράγωγοι Riemann-Liouville τάξης C∈ν  )0)(( ≥ℜ ν .  
Οι κλασματικές παράγωγοι Caputo ( ) )(xyDC ν

α+  και ( ) )(xyDb
C ν

−  αριστερή 
και δεξιά αντίστοιχα, τάξης C∈ν  )0)(( ≥ℜ ν  στο διάστημα ],[ bα  
ορίζονται μέσω των κλασματικών παραγώγων Riemann-Liouville ως 
εξής: 
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αντίστοιχα, όπου [ ] 1)( +ℜ= νn  για 0N∉ν ; ν=n  για 0N∈ν . 
 

Μια γενίκευση του τελεστή κλασματικών παραγώγων Riemann-
Liouville είναι ο δεξιός τελεστής κλασματικών παραγώγων νμ ,

+aD  ως προς 
x που ορίζεται ως εξής: 
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Παρατήρηση 7.2. Θέτοντας 0=ν  στην (7.20), παίρνουμε τον τελεστή 
κλασματικών παραγώγων Riemann-Liouville μ

+aD , ενώ αν 1=ν  τότε 
παίρνουμε τον τελεστή κλασματικών παραγώγων Caputo [4,8]. 
 
Πρόταση 7.3. Ο μετασχηματισμός Laplace του κλασματικού 
ολοκληρώματος και της κλασματικής παραγώγου Riemann-Liouville 
μιας συνάρτησης )(tf  δίνεται από τις σχέσεις 
 
                         { } )()(0 sFstfIL νν −

+ =                                         (7.21) 
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k tfDssFstfDL ννν       nn <<− ν1           (7.22) 

αντίστοιχα, όπου )(sF  είναι ο μετασχηματισμός Laplace της )(tf  ως 
προς t , 0)( >ℜ s  και 0)( >ℜ ν . 
 
Απόδειξη. 
Πράγματι, από την (7.8) και λαμβάνοντας υπ’ όψιν το μετασχηματισμό 
Laplace της συνέλιξης { } { } { }( )gLfLgfL ⋅=*  έχουμε: 
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Ομοίως, λαμβάνοντας υπ’ όψιν το μετασχηματισμό Laplace της 
παραγώγου και της συνέλιξης έχουμε: 
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Ο μετασχηματισμός Laplace για τον τελεστή νμ ,

0+D  για μια συνάρτηση 
)(tf  δίνεται από τον τύπο: 

 
( ) )0())](([))](([ )1)(1(

0
)1(,

0 +−= −−
+

−
+ fIsstfLsstfDL μνμνμνμ , 10 << μ    (7.23) 

 
όπου  ( ) )0()1)(1(

0 +−−
+ fI μν  είναι το κλασματικό ολοκλήρωμα τάξης 
)1)(1( μν −−  καθώς +→ 0t . 

 
Ανάλογα, ο μετασχηματισμός Laplace του κλασματικού ολοκληρώματος 
μιας συνάρτησης ),( txf  δίνεται από τη σχέση 
 
                        { } ),(),(0 sxFstxfIL νν −

+ =                                    (7.24) 
 
όπου ),( sxF  είναι ο μετασχηματισμός Laplace της ),( txf  ως προς t , 

0)( >ℜ s  και 0)( >ℜ ν . Αντίστοιχα, ο μετασχηματισμός Laplace για την 
κλασματική παράγωγο ορίζεται ως εξής:  
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kk txfDssxFstxfDL ννν nn <<− ν1         (7.25) 

 
Σε συγκεκριμένα προβλήματα συνοριακών τιμών που προκύπτουν στη 
θεωρία της βισκο-ελαστικότητας εισάγεται ο ορισμός της κλασματικής 
παραγώγου τάξης 0>ν  με τύπο 
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όπου  f
t m

m

∂
∂  είναι η −m στή μερική παράγωγος της συνάρτησης ),( txf  

ως προς t . Ο μετασχηματισμός Laplace αυτής της παραγώγου δίνεται 
από τη σχέση 
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(μετασχηματισμός Laplace παραγώγου Caputo) [7,17]. 
 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι σχέσεις μεταξύ της 
γενικευμένης συνάρτησης Mittag-Leffler και των κλασματικών 
ολοκληρωμάτων και παραγώγων Riemann-Liouville. 
Έστω 0,0,0 >>> γβα  και .ℜ∈λ  Έστω επίσης ότι ν

+0I και ν
−I είναι οι 

τελεστές κλασματικών ολοκληρωμάτων Riemann-Liouville αριστερός 
και δεξιός, αντίστοιχα, και ότι ν

+0D  και ν
−D  είναι οι τελεστές 

κλασματικών παραγώγων Riemann-Liouville αριστερός και δεξιός, 
αντίστοιχα, τότε ισχύουν οι εξής σχέσεις [3]: 
 
Πρόταση 7.4. 
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Απόδειξη. 

Πράγματι: dttEttxxtEtI
x

∫ −−−
+ −

Γ
=

0

,
11

,
1

0 )()(
)(

1))])(([( αγ
βα

βναγ
βα

βν λ
ν

λ  

dt
n
t

n
ttx

x

n

nn
n∫ ∑

∞

=

−−

+Γ
−

Γ
=

0 0

11

!)(
)()(

)(
1 α

βν λ
βα

γ
ν

 

dtttx
nn

x
n

n

n
n ∫∑ −+−

∞

=

−
+ΓΓ

=
0

11

0

)(
!)(

)(
)(

1 βανλ
βα

γ
ν

          (*) 



Υπολογίζω το ολοκλήρωμα: 
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Αντικαθιστώντας στην (*) έχω: 
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Ομοίως αποδεικνύεται ότι: 
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8. Εφαρμογές των συναρτήσεων Mittag-Leffler 
 

Οι συναρτήσεις Mittag-Leffler αE  και βα ,E  όπως έχουν ορισθεί 
από τις σχέσεις (1.1) και (1.4) αντίστοιχα, αποτελούν επεκτάσεις των 
εκθετικών και τριγωνομετρικών συναρτήσεων, όπως είναι οι εξής:  
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οι οποίες ικανοποιούν συνήθεις διαφορικές εξισώσεις πρώτης και 
δεύτερης τάξης της μορφής: 
                                       )()( zyzyD nn λλλ = ,  2,1=n . 
 

Στην περίπτωση όμως των αE  και βα ,E  έχουμε διαφορικές 
εξισώσεις κλασματικής τάξης. Κλασματικές διαφορικές εξισώσεις είναι 



οι διαφορικές εξισώσεις που περιέχουν τον κλασματικό διαφορικό 
τελεστή. Για παράδειγμα  η απλή κλασματική διαφορική εξίσωση τάξης 
ν ,  
                                     ννν ν −=′+ zAzyczyD )()()(                            (8.1) 
έχει λύση της μορφής  

)()()( νν
νν zcEazy −= , 

 
για κατάλληλη επιλογή των )(να  και )(νA . 
 

Η εξίσωση (8.1) μας δείχνει ότι η Mittag-Leffler συνάρτηση παίζει 
ανάλογο ρόλο στον κλασματικό λογισμό, με αυτόν της  εκθετικής 
συνάρτησης στον κανονικό λογισμό. Οι συναρτήσεις Mittag-Leffler και ο 
κλασματικός λογισμός έχουν γίνει τα τελευταία χρόνια ένα ισχυρό 
εργαλείο για να ερευνήσουμε ανώμαλα δυναμικά και περίεργες κινήσεις.  
 
 
Α. Κλασματικές κινητικές εξισώσεις και  εξισώσεις 
διάχυσης. 
 

Στη θεωρία ρυθμού αντίδρασης και στα προβλήματα αντίδρασης-
διάχυσης όταν οι ολικές παράγωγοι αντικαθίστανται από τις κλασματικές 
παραγώγους, οι λύσεις προκύπτουν με όρους των συναρτήσεων Mittag-
Leffler και των γενικεύσεων τους. Όταν εισέρχεται ο κλασματικός 
λογισμός οι λύσεις των προβλημάτων μετασχηματίζονται σε Mittag-
Leffler συναρτήσεις και σε γενικεύσεις αυτών [3,11,22]. 
 
Θεώρημα 8.1. Αν 0)( >ℜ ν τότε η λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης  
                                   )()( 00 tNIcNtN t

νν−=−                                    (8.2) 
δίνεται από την σχέση  
                                    )()( 0
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όπου )(tEν  είναι η συνάρτηση Mittag-Leffler όπως δίνεται από τον 
ορισμό (1.1). 
 
Απόδειξη. 
 
Απ’ τον ορισμό (7.8) ισχύει  
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και εφαρμόζοντας μετασχηματισμό Laplace προκύπτει 
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και εφαρμόζοντας αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace στην τελευταία 
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που είναι το ζητούμενο .□ 
 



Παρατήρηση 8.1. Εάν εφαρμόσουμε τον τελεστή ν
+0D  από τα αριστερά 

στην (8.3) και χρησιμοποιήσουμε την σχέση (7.12) προκύπτει η 
κλασματική εξίσωση της διάχυσης  
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η λύση της οποίας, δίνεται από την σχέση (8.3).   
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όπου )(, tE μν  είναι η γενικευμένη Mittag-Leffler συνάρτηση.  
 
Απόδειξη. 
Σύμφωνα με τον ορισμό (7.8) η (8.5) γίνεται:  
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και εφαρμόζοντας τον μετασχηματισμό Laplace έχουμε 
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αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace παίρνουμε 
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που είναι το ζητούμενο .□ 
 
 
Β. Στατιστική κατανομή Mittag-Leffler 
 

Μια στατιστική κατανομή που αποτελείται από όρους της 
συνάρτησης Mittag-Leffler )(yEα  έχει οριστεί από τον Pillai [1990] ως 
εξής [3]: 
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Παραγωγίζοντας τα δύο μέλη ως προς y  παίρνουμε την συνάρτηση 
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όπου )(, xE βα  είναι η γενικευμένη συνάρτηση Mittag-Leffler.  
 
Παίρνοντας το μετασχηματισμό Laplace της )(yf  από την (8.9) λόγω 
της (6.10) για βα =  και 1−=λ  προκύπτει: 
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Για την γενικευμένη Mittag-Leffler πυκνότητα θεωρούμε την εξής 
γενικευμένη Mittag-Leffler συνάρτηση 
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Οπότε ο μετασχηματισμός Laplace της )(yg  δίνεται απ’ την (8.11) λόγω 
της (6.9) για αγβ =  και 1−=λ  ως εξής:  
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Γ. Στα μη γραμμικά κύματα 
 
Πρόβλημα. Θεωρούμε την κλασματική εξίσωση αντίδρασης-διάχυσης  
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συστήματος και ),( txφ  είναι μια μη-γραμμική συνάρτηση η οποία ανήκει 
στην περιοχή της αντίδρασης-διάχυσης.Η λύση της (8.13) δίνεται [3]: 
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όπου βα > , ( )⋅δ
γβ ,E  είναι η γενικευμένη συνάρτηση Mittag-Leffler και 

22 ζν γ −= kb . 
 
 
Θεώρημα 8.3. Η κλασματική διαφορική εξίσωση: 
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,10 << μ  10 ≤≤ν , C∈ω , { }1)(,0max)( −ℜ>ℜ κα ,  
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όπου C  είναι μια αυθαίρετη σταθερά και  
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C∈ωγ , , { }1)(,0max)( −ℜ>ℜ κα , { } 0)(),(min >ℜℜ κβ . 
Απόδειξη.  
Εφαρμόζοντας μετασχηματισμό Laplace στην (8.15) έχω  
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και από τις σχέσεις (7.18) και (8.17) παίρνω  
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Οπότε παίρνοντας τώρα αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace έχω  
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Πόρισμα 8.1. Η κλασματική διαφορική εξίσωση: 
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όπου C  είναι μια αυθαίρετη σταθερά και  
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C∈ωγ , , { }1)(,0max)( −ℜ>ℜ κα , { } 0)(),(min >ℜℜ κβ  [26]. 
 
Θεώρημα 8.2. Η κλασματική διαφορική εξίσωση: 
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,10 << μ  10 ≤≤ν , C∈ω , { }1)(,0max)( −ℜ>ℜ κα , 
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όπου 1C  και 2C  είναι αυθαίρετες σταθερές. 
Απόδειξη.  
Ισχύει ο εξής τύπος: 
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Στην περίπτωση εδώ για 1=n  είναι  
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Εφαρμόζω μετασχηματισμό Laplace στην (8.21) οπότε έχω 
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Λύνοντας τη συνήθη διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης έχουμε 
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Παίρνοντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace έχουμε 
 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
+

−−Γ
+

Γ
= ∑

∞

=
+

−
−−−−

0

1
1)1(

1

1

2
1

!
)(

)]1([)(
)(

n
n

n
n

snns
LxCxCxy βα

κ
μ

μνμμ

βα
ωγλ

μνμμ
 ⇒  

)]1([)(
)(

1)1(

1

1

2 −−Γ
+

Γ
=

−−−−

μνμμ

μνμμ xCxCxy  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Γ+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Γ

+ ∑
∞

=

−+−
−

0

11
1

)(!
)(

)(
n

nn
n

n
xL

nn
xLL

βαβα
ωγ

μ
λ

βα
κ

μ

                                  ⇒  

)]1([)(
)(

1)1(

1

1

2 −−Γ
+

Γ
=

−−−−

μνμμ

μνμμ xCxCxy  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

++Γ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Γ

+ ∑
∞

=

−
−

−

0

1
1

1

)1(!
)(

)(
n

nn
n

n
x

n
xLxLL

βα
ωγ

μ
λ

α
κβ

μ

                                 ⇒   

)]1([)(
)(

1)1(

1

1

2 −−Γ
+

Γ
=

−−−−

μνμμ

μνμμ xCxCxy

[ ] [ ][ ])(
)(

,
1,

111 ακγ
βα

βμ ω
μ
λ xExLxLL +

−−−

Γ
+                                                      

⇒  



)]1([)(
)(

1)1(

1

1

2 −−Γ
+

Γ
=

−−−−

μνμμ

μνμμ xCxCxy [ ][ ])(
)(

,
1,

111 ακγ
βα

βμ ω
μ
λ xExxLL +

−−− ∗
Γ

+       

⇒  
)]1([)(

)(
1)1(

1

1

2 −−Γ
+

Γ
=

−−−−

μνμμ

μνμμ xCxCxy  

                 [ ]dttxEtxt
x

ακγ
βα

βμ ω
μ
λ )()(

)(
,

1,

0

11 −−
Γ

+ +
−−∫  [26] 

 
Οι κλασματικές διαφορικές εξισώσεις (8.15), (8.19) και (8.21) για 
κατάλληλη επιλογή των παραμέτρων περιγράφουν τη συμπεριφορά του 
free electron laser. 
 
 
Θεώρημα 8.4[27]. Θεωρούμε την κλασματική ολοκληρο-διαφορική 
εξίσωση τύπου Volterra: 
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η οποία μπορεί να γραφεί στη μορφή 
 
                                     )()()( xgxfaIxfD =+ νμ ,                            (8.25) 
όπου 0)(),( >ℜℜ νμ , )(xg  είναι οποιαδήποτε ολοκληρώσιμη 
συνάρτηση στο πεπερασμένο διάστημα ],0[ b  και Ca∈ . Τότε η λύση της 
(8.25) δίνεται από τη σχέση  
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Απόδειξη. 
Εφαρμόζοντας μετασχηματισμό Laplace στην (8.25) έχουμε: 
 

{ } { } { })()()( xgLxfIaLxfDL =+ νμ  
 

και χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (7.21) και (7.22) η παραπάνω εξίσωση 
γίνεται: 
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Χρησιμοποιώντας τη σχέση (6.13) για νμα += , μβ =  και a−=λ  έχω: 
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1  και χρησιμοποιώντας  την ιδιότητα 

της συνέλιξης όταν πάρουμε αντίστροφο μετασχηματισμό καταλήγουμε 
στο εξής: 
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Όμοια, χρησιμοποιώντας τη σχέση (6.13) για νμα += , k−= μβ  και 
a−=λ  έχω: 
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Ένας δεύτερος τρόπος απόδειξης είναι: 
 
Εφαρμόζοντας τον κλασματικό ολοκληρωτικό τελεστή μ−D  και στα δύο 
μέλη της (8.25) έχουμε, 
 
                             )()()( xgDxfaDxfDD μνμμμ −−−− =+ .                (8.27) 



Έστω n  ακέραιος τέτοιος ώστε 1)]([ +ℜ= μn . Χρησιμοποιώντας τη 
σχέση  
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η (8.27) γίνεται 
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Εφαρμόζοντας και στα δύο μέλη της (8.28) τον τελεστή )()( νμ+−− mm Da  
έχουμε : 
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Στη συνέχεια υπολογίζουμε τον όρο 
)(

1
)(

k
xD

k
m

−Γ

−−
+−

μ

μ
νμ  χρησιμοποιώντας 
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Αντικαθιστώντας αυτό που βρήκαμε θα έχουμε 
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Αθροίζοντας από 0=m  μέχρι ∞ , παίρνουμε 
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Απαλείφοντας τους όρους και στα δύο μέλη καταλήγω στο εξής  
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Δ. Κλασματικό RLC ηλεκτρικό κύκλωμα [25] 
 
Θεωρούμε την κλασματική ολοκληρο-διαφορική εξίσωση του RLC 
κυκλώματος: 
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πηνίο, C  ο πυκνωτής του κυκλώματος, Ci  το ρεύμα που περνάει από τον 



πυκνωτή και )(tθ η συνάρτηση Heaviside, με την αρχική συνθήκη 
0)0( =Ci  . 

 
Θα λύσουμε την παραπάνω ολοκληρο-διαφορική εξίσωση 
χρησιμοποιώντας τo μετασχηματισμό Laplace. Εφαρμόζοντας  λοιπόν το 
μετασχηματισμό και στα δύο μέλη έχουμε: 
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Οπότε λύνοντας ως προς την )(sF  καταλήγουμε: 
 

BAss
s

R
sF

++
= αα

α

2
1)(   

 
όπου RCA 1=  και LCB 1= . 
 
Εφαρμόζοντας αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace έχουμε: 
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και χρησιμοποιώντας τη σχέση  
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για 1)/( <+ BsAs αβ  και βα ≥  καταλήγουμε: 
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Σημείωση 8.1. Απόδειξη της σχέσης (*). 
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και χρησιμοποιώντας τη σχέση (6.15) έχουμε: 
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Οπότε παίρνοντας αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace καταλήγουμε 
στο εξής:  
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διότι ισχύει η ιδιότητα: 
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