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Eisagwg 

H ergasÐa aut  ekpon jhke sta plaÐsia tou progr�mmatoc metaptuqiak¸n spoud¸n
“Majhmatik� kai sÔgqronec efarmogèc” tou tomèa twn jewrhtik¸n Majhmatik¸n tou
tm matoc Majhmatik¸n thc Sqol c Jetik¸n Episthm¸n tou PanepisthmÐou Patr¸n.

O skopìc thc ergasÐac aut c  tan h sugkèntrwsh twn basik¸n idiot twn twn
dendrit¸n, oi apodeÐxeic twn opoÐwn na gÐnoun mìno me thn qr sh twn idiot twn twn
dendrit¸n, me ìso eÐnai dunatìn ligìterh anafor� se genikìtera jewr mata, oi apo-
deÐxeic twn opoÐwn eÐnai ekteneÐc kai polÔplokec.

Sto 1o kef�laio gÐnetai mia istorik  anadrom  sth JewrÐa Suneq¸n kai sthn
exèlixh thc ènnoiac thc kampÔlhc

Sto 2o kef�laio parajètontai merikoÐ basikoÐ orismoÐ kai jewr mata pou qrhsi-
mopoioÔntai sta epìmena kef�laia. GÐnetai ekten c anafor� se ènnoiec ìpwc, diaqwri-
smìc q¸rou, topik� sunektik� suneq , taxinìmhsh shmeÐwn enìc q¸rou, monodi�statoi
q¸roi, kanonikoÐ q¸roi kai kampÔlec.

Sto 3o kef�laio anafèrontai arketèc idiìthtec twn dendrit¸n, ìpwc ìti k�je den-
drÐthc eÐnai kanonikìc q¸roc kai klhronomik� topik� sunektikì suneqèc. EpÐshc, ìti
to sÔnolo ìlwn twn shmeÐwn diakl�dwshc enìc dendrÐth eÐnai arijm simo.

To 4o kef�laio anafèretai sthn prosèggish dendrit¸n me dèndra. ApodeiknÔetai
epÐshc, ìti k�je dendrÐthc èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou.

Tèloc, to 5o kef�laio perièqei thn kataskeu  tou kajolikoÔ dendrÐth Dω sto
epÐpedo kai thn apìdeixh ìti o Dω perièqei omoiomorfik� ìlouc touc dendrÐtec.

Jèlw na ekfr�sw tic jermìtatec euqaristÐec mou sthn epiblèpousa Kajhg tri�
mou k. SofÐa ZafeirÐdou gia thn apèranth sumpar�stas  thc sthn olokl rwsh aut c
thc ergasÐac. H episthmonik  thc kat�rtish, h projumÐa thc kai to  joc pou thn
diakrÐnei me bo jhsan apofasistik� sthn katanìhsh kai sthn parousÐash tou prag-
matik� endiafèrontoc jèmatoc me to opoÐo asqol jhka.

Ton k. Iw�nnh Stamp�kh euqarist¸ gia tic upodeÐxeic kai th sumpar�stas  tou.
Thn k. Aggelik  Kontol�tou thn euqarist¸ gia tic upodeÐxeic kai tic diorj¸seic

pou èkane.
Ja  jela na euqarist sw kai touc kajhghtèc tou metaptuqiakoÔ progr�mmatoc gia

ìla aut� pou mou metèdwsan sthn di�rkeia thc foÐths c mou s` autì to prìgramma.
Tèloc jèlw na euqarist sw thn oikogènei� mou kai idiaÐtera th sÔzugì mou gia thn
sumpar�stash pou mou èdeixan ìlo autì to di�sthma.
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Kef�laio 1

Istorik  anadrom 

H melèth twn dendrit¸n empÐptei sthn perioq  thc JewrÐac Suneq¸n, ènan apì touc
palaiìterouc kl�douc thc Genik c TopologÐac.

Sth sÔgqronh bibliografÐa sqetik  me thn JewrÐa Suneq¸n orÐzetai wc suneqèc
k�je sumpag c kai sunektikìc metrikìc q¸roc.

Kat� ton Wilder [29]: oi rÐzec thc ènnoiac thc sunektikìthtac brÐskontai sthn
ènnoia thc sunèqeiac, eidikìtera sthn ènnoia tou grammikoÔ suneqoÔc, h opoÐa p�ei
pÐsw stouc arqaÐouc Ellhnec, pou prospajoÔsan na xekajarÐsoun thn ènnoia upì to
fwc tou paradìxou tou Z nwna.

To 1883 o Cantor [2] orÐzei wc suneqèc k�je tèleio uposÔnolo F tou EukleideÐou
q¸rou En (kat� Cantor èna sÔnolo eÐnai tèleio, ìtan sumpÐptei me thn par�gwgì
tou) tètoio ¸ste gia opoiad pote dÔo shmeÐa p, q ∈ F kai gia k�je ε > 0 up�rqei
peperasmèno pl joc shmeÐwn p = p0, p1, ..., pn = q tou F me thn idiìthta |pi−pi+1| < ε
gia 0 ≤ i ≤ n .

To epìmeno axioshmeÐwto b ma sthn exèlixh thc ènnoiac thc sunektikìthtac ègine
apì ton Jordan [12], o opoÐoc èdwse ènan orismì autoÔ pou o Ðdioc apokaleÐ “èna
komm�ti” kai sthn sÔgqronh orologÐa kaleÐtai “sunist¸sa” (component).

O Schoenflies to 1904 dhmosÐeuse tic pr¸tec tou jemeli¸deic èreunec se topologikèc
ptuqèc thc jewrÐac sunìlwn, proteÐnontac ton ex c orismì thc sunektikìthtac [26]:
èna tèleio sÔnolo kaleÐtai sunektikì an den qwrÐzetai se (toul�qiston dÔo mh ken�)
tèleia uposÔnola.

O Jordan kai katìpin o Schoenflies, prìteinan o orismìc thc sunektikìthtac na
genikeuteÐ se mh kleist� sÔnola. Sto b ma autì proq¸rhsan anex�rthta o N.M
Lennes kai o F. Riesz. SÔmfwna me ton Riesz [24]: èna sÔnolo kaleÐtai “apolÔtwc
sunektikì” an gia k�je qwrismì tou se dÔo (mh ken�) uposÔnola, up�rqei toul�qiston
èna stoiqeÐo pou an kei se èna uposÔnolo kai eÐnai oriakì shmeÐo tou �llou. Kat�
N.M Lennes [16]: èna sÔnolo kaleÐtai “sunektikì” an èna apì ta dÔo opoiad pote
sumplhrwmatik� uposÔnol� tou perièqei oriak� shmeÐa tou �llou.

O Hausdorff [9] eis�gei ton shmerinì orismì thc sunektikìthtac sto biblÐo tou to
1914, agno¸ntac tic ergasÐac twn Lenes kai Riesz, kai proqwreÐ sthn melèth merik¸n
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6 KEF�ALAIO 1. ISTORIK�H ANADROM�H

idiot twn twn sunektik¸n sunìlwn.
Wstìso h pr¸th ergasÐa afierwmènh sth melèth twn sunektik¸n sunìlwn gr�fthke

to 1921 apì touc B. Knaster kai K. Kuratowski [13].
H melèth thc sumpagìthtac èqei dromologhjeÐ apì ton Borel, o opoÐoc to 1894

apèdeixe ìti k�je arijm simo anoiktì k�lumma tou kleistoÔ diast matoc perièqei
peperasmèno upok�lumma [11].

AkoloÔjwc o Lindelöff èdeixe ìti h upìjesh thc arijmhsimìthtac tou kalÔmmatoc
den eÐnai aparaÐthth [11]. O ìroc “sumpag c” qrhsimopoi jhke gia pr¸th for� apì ton
Frechet gia na perigr�yei touc q¸rouc stouc opoÐouc k�je akoloujÐa èqei sugklÐnousa
upakoloujÐa [11]. O orismìc thc sumpagìthtac enìc topologikoÔ q¸rou X sthn
sÔgqronh morf  (k�je anoiktì k�lumma tou X èqei peperasmèno upok�lumma) eis qjh
apì touc P. Alexandroff kai P. Urysohn to 1923 [11].

Up�rqei �poyh ìti h jewrÐa suneq¸n Ðswc na èqei gennhjeÐ me skopì na katanohjoÔn
oi kampÔlec. H kampÔlh eÐnai èna apì ta jemeli¸dh antikeÐmena gewmetrik c melèthc.
H ènnoia thc kampÔlhc brÐskei pollèc efarmogèc sth majhmatik  perigraf  fusik¸n
fainomènwn kai teqnik¸n diadikasi¸n.

Apì ta arqaÐa qrìnia mèqri tic mèrec mac oi majhmatikoÐ prospajoÔsan na orÐsoun
thn kampÔlh austhr� majhmatik�. To apofasistikì b ma se aut  thn kateÔjunsh to
èkane o Descartes. H mèjodoc twn suntetagmènwn pou eis gage epètreye na oristeÐ h
ènnoia thc kampÔlhc se polÔ genik  gia thn epoq  tou morf . O orismìc thc kampÔlhc
kat� ton Descartes perilamb�nei ìlec tic algebrikèc epÐpedec kampÔlec, dhlad  ta
uposÔnola tou epipèdou pou se k�poio sÔsthma suntetagmènwn èqoun exÐswsh thc
morf c F (x, y) = 0, ìpou F (x, y) eÐnai polu¸numo dÔo metablht¸n x kai y.

H anak�luyh tou Descartes eÐqe apofasistik  shmasÐa gia ìla ta Majhmatik�.
Apì th mÐa meri� kajier¸nei thn melèth gewmetrik¸n antikeimènwn me tic mejìdouc
thc �lgebrac kai thc an�lushc, kai apì thn �llh thn qr sh thc orologÐac kai twn
mejìdwn thc gewmetrÐac sthn �lgebra kai thn an�lush. Wstìso ekeÐnh thn epoq   dh
 tan gnwstèc “kampÔlec”, oi opoÐec eÐte den  tan algebrikèc, eÐte en¸  tan algebrikèc
h exÐsws  touc den prosèfere tÐpota gia th melèth touc.

To 1887 o G�lloc majhmatikìc C. Jordan èdwse ton ex c orismì thc kampÔlhc:

“KampÔlh eÐnai sullog  shmeÐwn tou epipèdou twn opoÐwn oi suntetagmènec eÐnai
suneqeÐc sunart seic: x = φ(t), y = ψ(t) miac paramètrou t pou metab�lletai sto
di�sthma [0,1].”

To 1890 o Italìc Majhmatikìc Peano apèdeixe ìti to tetr�gwno mazÐ me to eswterikì
tou eÐnai suneq c eikìna tou [0, 1]. Dhlad  up�rqoun suneqeÐc apeikonÐseic x = φ(t)
kai y = ψ(t), t ∈ [0, 1], gia tic opoÐec to sÔnolo twn shmeÐwn

(x, y) = (φ(t), ψ(t)), t ∈ [0, 1]

kalÔptei èna olìklhro tetr�gwno. Apì tìte gia touc q¸rouc pou eÐnai suneqeÐc
eikìnec tou [0, 1] epikr�thse o ìroc “suneqeÐc kampÔlec”.
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GÔrw sto 1913 o Hahn kai Mazurkiewicz apèdeixan, anex�rthta o ènac apì ton
�llon, ìti ènac q¸roc X eÐnai suneq c eikìna tou [0, 1] an kai mìnon an o X eÐnai
topik� sunektikì suneqèc. Opìte ìqi mìno to tetr�gwno mazÐ me to eswterikì tou,
all� kai o n-di�statoc kÔboc, h n-di�stath sfaÐra, all� kai opoiod pote �llo topik�
sunektikì suneqèc S, mporoÔn na parastajoÔn wc “troqièc” enìc shmeÐou me thn ènnoia
ìti mporoÔn na oristoÔn suneqeÐc apeikonÐseic

xi = xi(t), 0 ≤ t ≤ 1, i = 1, 2, ..., n,

ètsi ¸ste ìtan to t metab�lletai apì 0 èwc 1, to shmeÐo (x1, ..., xn) kineÐtai suneqìmena
pern¸ntac apì ìla ta shmeÐa tou sunìlou S.

O orismìc thc kampÔlhc kat� Jordan ektìc tou ìti peril�mbane q¸rouc pou di-
aisjhtik� den nooÔntai wc kampÔlec, den peril�mbane merikèc apì tic gnwstèc mh topik�
sunektikèc kampÔlec.

Apofasistikì b ma sto orismì thc kampÔlhc ègine apì ton G. Cantor, kat� ton
opoÐon:

“KampÔlh eÐnai epÐpedo suneqèc poujen� puknì sto epÐpedo.”

To monadikì meionèkthma tou orismoÔ tou Cantor  tan ìti “�fhne apèxw” tic mh
epÐpedec kampÔlec. O orismìc thc kampÔlhc kat� Cantor den mporeÐ na genikeuteÐ
sto q¸ro, kajìti ston trisdi�stato q¸ro poujen� pukn� eÐnai kai ta sunìla pou
diaisjhtik� eÐnai disdi�stata, p.q. h epif�neia enìc kÔbou.

H an�ptuxh thc JewrÐac Diast�sewn stic arqèc tou 20-ou ai¸na sunèbale ston
prosdiorismì thc ènnoiac thc kampÔlhc.

Sta plaÐsia thc Menger-Urysohn jewrÐac mikr c epagwgik c di�stashc, ènac q¸roc
kaleÐtai monodi�statoc an k�je shmeÐo tou èqei osod pote mikr  anoikt  perioq  me
sÔnoro di�stashc < 1. Par�llhla eis�getai o orismìc thc kampÔlhc pou epikrateÐ
èwc s mera:

“KampÔlh onom�zetai k�je monodi�stato suneqèc.”

ApodeiknÔetai ìti k�je kat� Cantor kampÔlh eÐnai kampÔlh kat� Menger-Urysohn.
Ta shmeÐa miac kampÔlhc taxinomoÔntai an�loga me thn t�xh diakl�dwshc.
H t�xh diakl�dwshc enìc q¸rou X sto shmeÐo x ∈ X eÐnai o mikrìteroc plhj�ri-

jmoc n me thn ex c idiìthta: gia k�je ε > 0 up�rqei anoikt  perioq  Ux tou x sto X
diamètrou mikrìterhc tou ε pou perièqei to x kai thc opoÐac to sÔnoro Bd(Ux) perièqei
to polÔ n shmeÐa. H t�xh diakl�dwshc tou X sto x sumbolÐzetai me ord(x,X).

O Menger sthn [19] diatup¸nei to parak�tw Je¸rhma, gnwstì me thn onomasÐa
n–“Beinsatz”:

An se èna shmeÐo x enìc topik� sunektikoÔ suneqoÔc K eÐnai ord(x,K) ≥ n, tìte
up�rqoun n tìxa x̂x1, ..., x̂xn tou K me èna �kro to shmeÐo x kai ta opoÐa ektìc apì to
x den èqoun �llo koinì shmeÐo.
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To Je¸rhma autì se mia isodÔnamh ekdoq  apodeÐqjhke pr¸ta gia ta epÐpeda suneq 
apì ton Rutt [25], gia opoiad pote suneq  apì touc Menger [19] kai Nöbeling [23], en¸
genikeÔthke apì touc Zippin [31] (gia ta topik� sumpag , topik� sunektikì kai sunek-
tikì, diaqwrÐsimo metrikì q¸ro) kai Whyburn [27] (gia topik� sunektikì, diaqwrÐsimo
pl rh metrikì q¸ro).

'Ena shmeÐo x enìc q¸rou X kaleÐtai shmeÐo diakl�dwshc tou X, an ord(x,X) ≥ 3.
O Wazewski[28] kai o Menger [18] apèdeixan ìti to sÔnolo twn shmeÐwn diakl�dwshc
enìc opoioud pote topik� sunektikoÔ suneqoÔc, to opoÐo den perièqei aplèc kleistèc
kampÔlec, eÐnai arijm simo.

H melèth twn kampul¸n kai twn idiot twn touc od ghse sthn taxinìmhs  touc b�sei
k�poiwn topologik¸n idiot twn touc. 'Etsi, mia kampÔlh K lègetai

� kampÔlh tou Peano, an h K eÐnai topik� sunektik ,
� kanonik  kampÔlh, an k�je shmeÐo thc K èqei osod pote mikr  anoikt  perioq 

me peperasmèno sÔnoro,
� akuklik  kampÔlh, an h K den perièqei aplèc kleistèc kampÔlec.

ApodeiknÔetai ìti:

� K�je kampÔlh tou Peano eÐnai kat� tìxo sunektik , dhlad  k�je zeÔgoc shmeÐwn
thc mporeÐ na sundejeÐ me èna aplì tìxo.

� K�je kanonik  kampÔlh eÐnai kampÔlh tou Peano kai sunep¸c eÐnai kat� tìxo
sunektik .

� An mia kampÔlh tou Peano eÐnai akuklik , tìte to sÔnolo twn shmeÐwn dikl�dws c
thc eÐnai arijm simo.

DendrÐtec eÐnai ta topik� sunektik� suneq , ta opoÐa den perièqoun kamÐa apl 
kleist  kampÔlh. To pio aplì par�deigma dendrit¸n eÐnai ta dèntra. ApodeiknÔetai ìti
k�je dendrÐthc eÐnai kanonik  kampÔlh. Sunep¸c dendrÐtec eÐnai oi akuklikèc kanonikèc
kampÔlec.

To 1923 o Ważewski [28] kataskeÔase sto epÐpedo to “kajolikì dendrÐth”, dhlad 
èna epÐpedo dendrÐth pou perièqei omoiomorfik� k�je dendrÐth. 'Etsi gia k�je den-
drÐth D, pou den brÐsketai upoqrewtik� sto epÐpedo, mporoÔme na broÔme èna dendrÐth
omoiomorfikì me ton D, pou na eÐnai uposÔnolo epipèdou.



Kef�laio 2

Basikèc ènnoiec kai jewr mata thc

JewrÐac Suneq¸n

Sto kef�laio autì parousi�zontai basikèc ènnoiec kai jewr mata, ta opoÐa eÐnai
aparaÐthta gia thn melèth twn dendrit¸n. 'Ennoiec ìpwc aut  thc kampÔlhc, thc t�xhc
diakl�dwshc tou q¸rou se shmeÐo, thc topik c sunektikìthtac eÐnai aparaÐthtec gia
thn melèth twn dendrit¸n.

'Estw X ènac topologikìc q¸roc.

Gia k�je uposÔnolo A tou X me ClX(A), IntX(A) kai BdX(A) sumbolÐzontai
antÐstoiqa to perÐblhma, to eswterikì kai to sÔnoro tou A sto X. Otan o q¸roc X
saf¸c ennoeÐtai qrhsimopoioÔntai antÐstoiqa oi sumbolismoÐ Cl(A), Int(A) kai Bd(A)).
SumbolÐzoume me |A| thn isqÔ tou sunìlou A.

O X kaleÐtai

• sumpag c, an k�je anoiktì k�lumma tou X perièqei peperasmèno upok�lumma,

• sunektikìc, an ta monadik� uposÔnola tou X pou eÐnai sugqrìnwc anoikt� kai
kleist� sto X eÐnai to X kai to ∅.

• topik� sumpag c an gia k�je x ∈ X up�rqei mia anoikt  perioq  Ux tou x sto X
thc opoÐac to perÐblhma ClX(Ux) eÐnai sumpagèc.

Gia k�je shmeÐo x ∈ X, h ènwsh Sx ìlwn twn sunektik¸n uposunìlwn tou X pou
perièqoun to shmeÐo x kaleÐtai sunektik  sunist¸sa tou x sto X.

EÔkola apodeiknÔetai ìti h oikogèneia {Sx : x ∈ X} twn sunektik¸n sunistws¸n
twn shmeÐwn tou X eÐnai diamèrish tou X se kleist� uposÔnola. H diamèrish aut 
sumpÐptei me to sÔnolo�phlÐko X/∼ wc proc thn parak�tw sqèsh isodunamÐac sto X:

x ∼ y ⇐⇒ up�rqei sunektikì uposÔnolo Sx,y tou X tètoio ¸ste x, y ∈ Sx,y.

9
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2.1 Ta suneq .

Orismìc 2.1.1. 'Enac metrikìc q¸roc pou eÐnai sumpag c kai sunektikìc kaleÐtai
suneqèc.

'Ena suneqèc pou perièqei toul�qiston dÔo shmeÐa kaleÐtai mh tetrimmèno.

Je¸rhma 2.1.1. 'Estw {Xn}∞n=1 mia akoloujÐa mh ken¸n metrik¸n suneq¸n tètoia
¸ste

X1 ⊇ X2 ⊇ ... ⊇ ...Xn ⊇ Xn+1 ⊇ ...,

tìte o upìqwroc
⋂∞

n=1Xn tou X1 eÐnai suneqèc.

Apìdeixh. Epeid  k�je Xn eÐnai mh kenìc sumpag c q¸roc,
⋂∞

n=1Xn eÐnai (mh kenìc)
sumpag c q¸roc. ArkeÐ na deÐxoume ìti o upìqwroc

⋂∞
n=1Xn eÐnai sunektikìc.

Ac upojèsoume ìti antÐjeta o
⋂∞

n=1Xn eÐnai mh sunektikìc. Tìte
⋂∞

n=1Xn =
F1∪F2, ìpou F1 kai F2 eÐnai mh ken�, kleist� uposÔnola tou

⋂∞
n=1Xn kai F1∩F2 = ∅.

Epeid 
⋂∞

n=1Xn eÐnai kleistì sto X1, ta F1 kai F2 eÐnai kleist� sto X1. Up�rqoun
anoikt� uposÔnola U1 kai U2 tou X1, tètoia ¸ste F1 ⊆ U1, F2 ⊆ U2 kai U1 ∩ U2 = ∅.

To anoiktì sÔnolo U1∪U2 perièqei thn tom 
⋂∞

n=1Xn. Epomènwc up�rqei n0 tètoio
¸ste gia k�je n ≥ n0 na eÐnai Xn ⊆ U1 ∪ U2. 'Ara

Xn0 = (Xn0 ∩ U1) ∪ (Xn0 ∩ U2).

Epeid  o
⋂∞

n=1Xn ⊆ Xn0 kai to sÔnolo
⋂∞

n=1Xn tèmnei to kajèna apì ta U1 kai U2,
ta sÔnola Xn0 ∩ U1, Xn0 ∩ U2 eÐnai mh ken�. 'Ara, o Xn0 eÐnai mh sunektikìc pou eÐnai
�topo.

2.2 Diaqwrismìc tou q¸rou

'Estw X ènac topologikìc q¸roc.
DÔo uposÔnola U kai V tou X lègontai diaqwrismèna an

ClX(U) ∩ V = ∅ kai ClX(V ) ∩ U = ∅.

An X = U ∪ V kai ta sÔnola U kai V eÐnai diaqwrismèna, tìte zeÔgoc (U, V )
kaleÐtai diaqwrismìc tou X.

'Ena uposÔnolo C tou X lègetai ìti diaqwrÐzei to X an up�rqoun mh ken� uposÔno-
la U kai V tou X tètoia ¸ste

X \ C = U ∪ V, ìpou ClX(U) ∩ V = ClX(V ) ∩ U = ∅. (2.1)

An ta uposÔnola C,U, V enìc topologikoÔ q¸rou X ikanopoioÔn tic sqèseic (2.1),
tìte gr�foume

X \ C = U |V.
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'Ena uposÔnolo C tou X lègetai ìti diaqwrÐzei to X metaxÔ twn uposunìlwn A
kai B an up�rqoun mh ken� uposÔnola U kai V tètoia ¸ste

X \ C = U |V, A ⊆ U kai B ⊆ V (2.2)

Prìtash 2.2.1. 'Estw X ènac metrikìc q¸roc kai A,B,C ⊆ X.
An C diaqwrÐzei to X metaxÔ twn sunìlwn A kai B, tìte up�rqoun kleistì sÔnolo

C∗ ⊆ C kai anoikt� sÔnola U∗, V ∗ tètoia ¸ste

X \ C∗ = U∗|V ∗, A ⊆ U∗, B ⊆ V ∗ (2.3)

Apìdeixh. Apì thn upìjesh isqÔoun oi sqèseic (2.2). O upìqwroc

Y = X \ (Cl(U) ∪ Cl(V ))

eÐnai fusikìc kai ta sÔnola ClY (U) kai ClY (U) eÐnai kleist� kai xèna sto Y epomènwc
up�rqoun anoikta ston anoiktì upìqwro Y , �ra kai sto X, sÔnola U∗ kai V ∗ tètoia
¸ste

ClY (U) ⊆ U∗, ClY (V ) ⊆ V ∗ kai U∗ ∩ V ∗ = ∅.

To kleistì uposÔnolo C∗ = X \ (U∗ ∪ V ∗) tou X ikanopoieÐ tic sqèseic (2.3).

Orismìc 2.2.1. 'Ena shmeÐo p enìc sunektikoÔ topologikoÔ q¸rou X kaleÐtai
shmeÐo di�spashc (cut point) tou X an to sÔnolo X \ {p} eÐnai mh sunektikì.

Profan¸c k�je shmeÐo di�spashc enìc metrikoÔ q¸rou X diaqwrÐzei to X.

Je¸rhma 2.2.1. An X eÐnai ènac sunektikìc, diaqwrÐsimoc metrikìc q¸roc kai C
eÐnai mÐa mh arijm simh sullog  twn an� dÔo xènwn kleist¸n diasp�sewn tou X, tìte
up�rqoun p, q ∈ X tètoia ¸ste mh arijm simo pl joc stoiqeÐwn tou C diaqwrÐzoun ta
shmeÐa p kai q sto X.

Apìdeixh. Ac upojèsoume D = {xi : i = 1, 2, · · · } eÐnai èna arijm simo puknì uposÔno-
lo tou X. Gia k�je i 6= j, ac p�roume

C(i, j) = {c ∈ C : c diaqwrÐzei xi kai xj sto X}.

EÐnai eÔkolo na doÔme ìti k�je c ∈ C diaqwrÐzei k�poia dÔo shmeÐa tou D sto X.
Gia autì,

C = ∪ {C(i, j) : i 6= j}.

Epomènwc, afoÔ C eÐnai mh arijm simo, up�rqoun k kai l tètoia ¸ste C(k, l) eÐnai
mh arijm simo. Jètoume p = xk kai q = xl.

Je¸rhma 2.2.2. Gia k�je sunektikì metrikì upìqwro up�rqei mh arijm simh oikogèneia
G kleist¸n kai xènwn uposunìlwn tou X pou diaqwrÐzoun to X.
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Apìdeixh. 'Estw a kai b dÔo diaforetik� shmeÐa tou X. O q¸roc X wc metrikìc, eÐnai
fusikìc kai ta sÔnola {a} kai {b} eÐnai kleist� kai xèna sto X. Epomènwc up�rqei
suneq c apeikìnish f : X → [0, 1], tètoia ¸ste f(a) = 0 kai f(b) = 1.

Apì thn sunektikìthta touX kai sunèqeia thc f prokÔptei ìti f(X) eÐnai sunektikì
uposÔnolo tou [0, 1]. 'Ara, epeid  0, 1 ∈ f(X), f(X) = [0, 1].

'Estw M èna mh arijm simo uposÔnolo tou [0, 1]. Gia k�je m ∈ M to sÔnolo
f−1(m) eÐnai kleistì uposÔnolo tou X pou diaqwrÐzei to X:

X \ f−1(m) = f−1[0,m) ∪ f−1(m, 1].

An m1 kai m2 eÐnai diaforetik� stoiqeÐa tou M , tìte f−1(m1) ∩ f−1(m2) = ∅.
Apì ta parap�nw h oikogèneia

G = {f−1(m) : m ∈M}

eÐnai h zhtoÔmenh.

Je¸rhma 2.2.3. Gia k�je sunektikì q¸ro X me arijm simh b�sh kai gia k�je
mh arijm simh oikogèneia G = {Gm}m∈M kleist¸n kai xènwn uposunìlwn tou X pou
diaqwrÐzoun to X, up�rqei G ∈ G tètoio ¸ste

X \G = U ∪ V, U ∩ V = ∅, U ∩ (∪G) 6= ∅, V ∩ (∪G) 6= ∅,

ìpou ∪G sumbolÐzei thn ènwsh twn stoiqeÐwn thc G kai ta sÔnola U kai V eÐnai anoikt�.

Apìdeixh. AntÐjeta, ac upojèsoume ìti den up�rqei G ∈ G me tic parap�nw idiìthtec.
Tìte gia k�je Gm ∈ G isqÔei

X \Gm = Um ∪ Vm kai ∪ G ⊆ Um.

JewroÔme m,n ∈M , m 6= n. 'Eqoume

X \Gm = Um ∪ Vm kai Gn ⊆ Um. (2.4)

X \Gn = Un ∪ Vn kai Gm ⊆ Um. (2.5)

Epeid  Gn ⊆ Um kai Gm ⊆ Um, prokÔptei ìti

X \ (Um ∪ Un) = (X \ Um) ∩ (X \ Un) = (Gm ∪ Vm) ∩ (Gn ∪ Vn) = Vm ∩ Vn.

An Vm ∩ Vn 6= ∅, tìte X eÐnai ènwsh anoikt¸n mh ken¸n kai xènwn sunìlwn Um ∪ Un

kai Vm ∩ Vn, pou eÐnai �topo. 'Ara, Vm ∩ Vn = ∅.
Apì ta parap�nw o q¸rocX me arijm simh b�sh perièqei mia mh arijm simh oikogèneia

{Vm}m∈M anoikt¸n uposunìlwn xènwn an� dÔo, pou eÐnai �topo.
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2.3 Topik  sunektikìthta

Orismìc 2.3.1. 'Enac q¸roc X kaleÐtai topik� sunektikìc sto shmeÐo x ∈ X an gia
k�je anoikt  perioq  U tou x sto X up�rqei anoikt  kai sunektik  perioq  V tou x
tètoia ¸ste x ∈ V ⊆ U .

'Enac q¸roc X o opoÐoc eÐnai topik� sunektikìc se k�je shmeÐo kaleÐtai topik�
sunektikìc q¸roc .

Je¸rhma 2.3.1. Gia ènan q¸ro X ta ex c eÐnai isodÔnama

(i) o X eÐnai topik� sunektikìc,

(ii) gia k�je x ∈ X an gia k�je anoikt  perioq  G tou x up�rqei sunektikì uposÔnolo
V tou X tètoio ¸ste x ∈ Int(V ) ⊆ V ⊆ G,

(iii) oi sunektikèc sunist¸sec k�je anoiktoÔ uposunìlou G tou X eÐnai anoikt� sto
X sÔnola,

(iv) k�je anoiktìc upìqwroc U tou X eÐnai topik� sunektikìc.

Apìdeixh. (i) ⇒ (ii) An o X èqei thn idiìthta (i), tìte gia k�je x ∈ X kai gia k�je
anoikt  perioq  G tou x up�rqei anoikt  kai sunektik  perioq  V tou x tètoia ¸ste
x ∈ V ⊆ G. Epeid  to sÔnolo V eÐnai anoiktì, V = Int(V ). 'Ara, x ∈ Int(V ) ⊆ V ⊆
G.

(ii)⇒ (iii) 'Estw ìti o X èqei thn idiìthta (ii) kai G eÐnai anoiktì uposÔnolo tou
X. An S eÐnai mia sunektik  sunest¸sa tou G, tìte gia k�je s ∈ S h G eÐnai anoikt 
perioq  tou s. Epomènwc, gia k�je s ∈ S up�rqei sunektikì uposÔnolo Vs tou X
tètoio ¸ste s ∈ Int(Vs) ∈ Vs ⊆ G. Epeid  gia k�je s ∈ S to S eÐnai ènwsh ìlwn twn
sunektik¸n uposunìlwn tou G pou perièqoun to s prokÔptei ìti k�je Vs ⊆ S. 'Ara S
eÐnai anoiktì sto X wc ènwsh anoikt¸n sto X sunìlwn Int(Vs), s ∈ S.

(iii)⇒ (iv) 'Estw ìti o X èqei thn idiìthta (iii) kai U eÐnai anoiktìc upìqwroc tou
X. An x ∈ U kai G eÐnai anoikt  perioq  tou x sto U , tìte G eÐnai anoiktì uposÔnolo
tou X kai, sunep¸c, oi sunektikèc sunist¸sec tou G eÐnai anoikt� uposunìla tou
X. Epomènwc h sunektik  sunist¸sa Sx tou x sto G eÐnai anoiktì kai sunektikì
uposÔnolo tou U tètoio ¸ste x ∈ Sx ⊆ G. 'Ara o U eÐnai topik� sunektikìc.

(iv) ⇒ (i) An o X èqei thn idiìthta (iv), tìte o X eÐnai topik� sunektikìc wc
anoiktìc upìqwroc tou eautoÔ tou.

Orismìc 2.3.2. 'Enac q¸roc X kaleÐtai asjen¸c sunektikìc sto shmeÐo x ∈ X (X
is connected im kleinen at x) an gia k�je anoikt  perioq  U tou x sto X up�rqei
sunektikì uposÔnolo V tètoio ¸ste

x ∈ Int(V ) ⊆ V ⊆ U.



14 KEF�ALAIO 2. BASIK�ES �ENNOIES KAI JEWR�HMATA THSJEWR�IAS SUNEQ�WN

'Apì touc orismoÔc thc topik c sunektikìthtac kai thc asjenoÔc sunektikìthtac
se èna shmeÐo x sunep�getai h akìloujh prìtash.

Prìtash 2.3.2. An o X eÐnai topik� sunektikìc sto shmeÐo x, tìte X eÐnai asjen¸c
sunektikìc sto x.

Apì to Je¸rhma 2.3.1(isodunamÐa twn sunjhk¸n (i) kai (ii)) sunep�getai h akìlou-
jh prìtash.

Prìtash 2.3.3. 'Enac q¸roc X eÐnai topik� sunektikìc an kai mìnon an o X eÐnai
asjen¸c sunektikìc se k�je shmeÐo tou.

Je¸rhma 2.3.2. (Sierpinski) Gia èna metrikì kai sumpag  q¸ro X ta ex c eÐnai
isodÔnama:

(i) o X eÐnai topik� sunektikìc

(ii) gia k�je ε > 0 up�rqoun suneq  X1, ..., Xn ⊆ X tètoia ¸ste X = X1 ∪ ... ∪Xn

kai diam(Xi) < ε gia k�je i = 1, ..., n.

Apìdeixh. (i) ⇒ (ii) Epeid  o X eÐnai topik� sunektikìc, gia k�je x ∈ X up�rqei
anoikt  kai sunektik  perioq  Ox tou x tètoia ¸ste Ox ⊆ S(x, ε

2
). Epeid  o X

eÐnai sumpag c, to anoiktì k�lumma {Ox}x∈X tou X perièqei peperasmèno upok�lumma
{Ox1 , ..., Oxn}.

Jètoume Xi = Cl(Oxi
), i = 1, ..., n. K�je Xi eÐnai sunektikì wc perÐblhma

sunektikoÔ sunìlou kai sumpagèc wc kleistì uposÔnolo sumpagoÔc metrikoÔ q¸rou.
Epomènwc k�je Xi eÐnai suneqèc. EpÐshc

diam(Xi) = diam(Ox) < diam(S(x, ε/2)) ≤ ε.

(ii) ⇒ (i) 'Estw x ∈ X kai Ux anoikt  perioq  tou x sto X. Tìte up�rqei ε > 0
tètoio ¸ste B(x, ε) ⊆ Ux. Epomènwc up�rqoun suneq  X1, ..., Xn ⊆ X tètoia ¸ste
X = X1 ∪ ... ∪Xn kai diam(Xi) <

ε
2
gia k�je i = 1, ..., n. 'Estw ìti Xk1 , ..., Xkx eÐnai

ta stoiqeÐa tou kalÔmmatoc {X1, ..., Xn} tou X pou perièqoun to shmeÐo x. Epeid 
x ∈ Xk1∩...∩Xkx , to sÔnolo A = Xk1∪...∪Xkx eÐnai suneqèc. EpÐshc x ∈ A ⊆ B(x, ε).

'Estw Xm1 , ..., Xmx ta stoiqeÐa tou kalÔmmatoc {X1, ..., Xn} tou X pou dèn periè-
qoun to shmeÐo x kai G = X \Xm1 ∪ ...∪Xmx . Tìte to G eÐnai anoiktì kai x ∈ G ⊆ A.
'Ara, x ∈ Int(A).

Apì ta parap�nw prokÔptei ìti gia k�je x ∈ X gia k�je anoikt  perioq  Ux tou
x sto X, up�rqei sunektikì sÔnolo A, tètoio ¸ste x ∈ Int(A) ⊆ A ⊆ Ux. Autì
shmaÐnei ìti o X eÐnai topik� sunektikìc.
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Je¸rhma 2.3.3. An o q¸roc X eÐnai topik� sunektikìc kai f : X → Y = f(X)
eÐnai kleist  apeikìnish tou X epÐ tou q¸rou Y , tìte o Y eÐnai topik� sunektikìc.

Apìdeixh. 'Estw U anoiktì uposÔnolo tou U kai S mia sunektik  sunist¸sa tou U .
SÔmfwna me to Je¸rhma 2.3.1 arkeÐ na apodeiqjeÐ ìti S eÐnai anoiktì sto Y .

Ja deÐxoume f−1(S) eÐnai anoiktì. Opìte to sÔnolo X \ f−1(S) eÐnai kleistì.
Tìte, epeid  h f eÐnai kleist , eÐnai kleistì to sÔnolo f(X \ f−1(S)), sunep¸c S =
Y \ f(X \ f−1(S)) eÐnai anoiktì.

'Estw ìti x ∈ f−1(S). Tìte x ∈ f−1(U). Efìson h f eÐnai suneq c, f−1(U) eÐnai
anoiktì sto X. Epeid  o X eÐnai topik� sunektikìc, h sunektik  sunist¸sa Sx tou
f−1(U) pou perièqei to x eÐnai anoiktì uposÔnolo tou X. Epeid  Sx eÐnai sunektikì
kai h f eÐnai suneq c, to sÔnolo f(Sx) eÐnai sunektikì.

'Eqoume f(x) ⊆ f(Sx)∩S, ìpou f(Sx) eÐnai sunektikì uposÔnolo tou U kai S eÐnai
sunektik  sunist¸sa tou U . Epomènwc f(Sx) ⊆ S, opìte

x ∈ Sx ⊆ f−1(S).

'Ara, to sunektikì sÔnolo f−1(S) eÐnai anoiktì wc ènwsh anoikt¸n sunìlwn Sx.

2.4 Kat� tìxo SunektikoÐ Q¸roi

Orismìc 2.4.1. 'Enac q¸roc X kaleÐtai tìxo an up�rqei omoiomorfismìc

h : [0, 1]→ X.

Ta shmeÐa h(0) kai h(1) kaloÔntai �kra to tìxou X.

Prìtash 2.4.2. K�je tìxo eÐnai sunektikìc q¸roc.

ParathroÔme ìti ta diast mata [0, 1]\{0} kai [0, 1]\{1} eÐnai sunektik� uposÔnola
tou [0, 1] kai gia k�je x ∈ [0, 1], x 6= 0 kai x 6= 1, to sÔnolo [0, 1] \ {x} eÐnai mh
sunektikì.

Epomènwc se k�je tìxo X up�rqoun dÔo shmeÐa a kai b ({a, b} = {h(0), h(1)}) tè-
toia ¸ste ta sÔnola X \ {a} kai X \ {b} eÐnai sunektik� kai gia k�je
x ∈ X \ {a, b} to sÔnolo X \ {x} eÐnai mh sunektikì. ApodeiknÔetai ìti aut  h
idiìthta eÐnai qarakthristik  idiìthta twn tìxwn, dhlad  isqÔei to parak�tw je¸rhma.

Je¸rhma 2.4.3. 'Enac metrikìc, sunektikìc kai sumpag c q¸roc X eÐnai tìxo an
kai mìnon an up�rqoun akrib¸c dÔo shmeÐa a, b ∈ X, tètoia ¸ste X \ {a} kai X \ {b}
na eÐnai sunektik� sÔnola.

Orismìc 2.4.4. 'Enac q¸roc X kaleÐtai kat� tìxo sunektikìc an opoiad pote dÔo
shmeÐa a, b ∈ X eÐnai �kra enìc tìxou tou X, dhlad  up�rqei omoiomorfismìc

h : [0, 1]→ h([0, 1]) ⊆ X

tètoioc ¸ste h(0) = a kai h(1) = b.
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O Rn, n = 1, 2, ..., eÐnai kat� tìxo sunektikìc, epeid  opoiad pote dÔo shmeÐa
A kai B tou Rn eÐnai �kra eujÔgrammou tm matoc AB kai up�rqei omoiomorfismìc
h : [0, 1]→ AB tètoioc ¸ste h(0) = A kai h(1) = B.

Prìtash 2.4.5. K�je kat� tìxo sunektikìc q¸roc eÐnai sunektikìc.

Apìdeixh. Opoiad pote dÔo shmeÐa a kai b enìc kat� tìxo sunektikoÔ q¸rou X
an koun se èna sunektikì uposÔnolo tou X, to tìxo me �kra a kai b. 'Ara, o X
eÐnai sunektikìc.

Je¸rhma 2.4.6. K�je pl rhc, sunektikìc kai topik� sunektikìc metrikìc q¸roc
eÐnai kat� tìxo sunektikìc ([10], sel. 118).

2.5 Suneqèc sÔgklishc

Orismìc 2.5.1. 'Estw S ènac metrikìc q¸roc. 'Ena mh tetrimmèno uposuneqèc A
tou S kaleÐtai suneqèc sÔgklishc (convergence continuum), ef’ìson up�rqei mia
akoloujÐa {Ai}∞i=1 apì uposuneq  Ai tou S tètoia ¸ste A = limAi kai A ∩ Ai = φ
gia k�je i ∈ {1, 2, ...}.
Je¸rhma 2.5.1. An èna metrikì suneqèc X den eÐnai asjen¸c sunektikì sto shmeÐo
x, tìte up�rqei mh arijm simo suneqèc sÔgklishc K tou X tètoio ¸ste x ∈ K kai X
den eÐnai asjen¸c sunektikì se kanèna shmeÐo tou K.

Je¸rhma 2.5.2. K�je suneqèc pou den eÐnai topik� sunektikì perièqei èna mh ari-
jm simo suneqèc sÔgklishc.

Apìdeixh. 'Estw X èna suneqèc pou den eÐnai topik� sunektikì. Apì to Pìrisma 2.3.3,
up�rqei x ∈ X sto opoÐo o X den eÐnai asjen¸c sunektikì. 'Ara, apì to Je¸rhma
2.5.1, o X perièqei èna mh arijm simo suneqèc sÔgklishc.

Je¸rhma 2.5.3. An K eÐnai suneqèc sÔgklishc enìc q¸rou X kai p, q ∈ K, tìte
den up�rqei uposÔnolo tou K pou diaqwrÐzei ta shmeÐa p kai q sto X.

Apìdeixh. 'Estw, antÐjeta, up�rqei C ⊆ K, tètoio ¸ste X \ C = P |Q, p ∈ P kai
q ∈ Q. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac mporoÔme na upojèsoume ìti to C eÐnai kleistì
sto X, opìte P kai Q eÐnai anoikt� sto X.

Gia to suneqèc sÔgklishc K up�rqei mia akoloujÐa {Ki}∞i=1 xènwn an� dÔo upo-
suneq¸n tou X tètoia ¸ste lim

i→∞
Ki = K. Epeid  ta sÔnola Ki eÐnai sunektik� kai

den tèmnoun to C, to kajèna apì aut� perièqetai eÐte sto P , eÐte sto Q.
Epeid  p ∈ P kai p ∈ K = lim

i→∞
Ki, èpetai ìti up�rqei i0 tètoio ¸ste P ∩Ki 6= ∅

gia k�je i ≥ i0. Sunep¸c, Ki ⊆ P gia k�je i ≥ i0. 'Ara, h anoikt  perioq  Q tou q
tèmnei to polÔ peperasmènou pl jouc sÔnola Ki, dhlad  q 6∈ lim

i→∞
Ki = K, pou eÐnai

�topo.
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Je¸rhma 2.5.4. 'Estw ìti X eÐnai sunektikìc q¸roc me arijm simh b�sh kai G
eÐnai mh arijm simh oikogèneia kleist¸n kai xènwn uposunìlwn tou X pou diaqwrÐzoun
to X.

Gia k�je suneqèc sÔgklishc K tou X up�rqei G ∈ G, tètoio ¸ste G  K.

Apìdeixh. Ac upojèsoume ìti antÐjeta up�rqei èna suneqèc sÔgklishc K tètoio ¸ste
∪G ⊆ K.

Apì to Je¸rhma 2.2.3 up�rqei G ∈ G kai diaqwrismìc X \ G = U ∪ V tou X gia
ton opoÐo U ∩ (∪G) 6= ∅ kai V ∩ (∪G) 6= ∅.

'Estw K = lim
i→∞

Ki, ìpou {Ki}∞i=1 eÐnai oikogèneia xènwn an� dÔo suneq¸n pou den

tèmnoun to K. Epeid  G ⊆ K, Ki ∩ K = ∅ kai Ki eÐnai sunektikì, prokÔptei ìti  
Ki ⊆ U   Ki ⊆ V gia k�je i. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac mproÔme na upojèsoume
ìti U perièqei �peirh oikogèneia {Kni

}∞i=1.
Tìte ìmwc k�je shmeÐo tou V ∩ (∪G)) ⊆ K eÐnai oriakì shmeÐo tou sunìlou

(
⋃∞

i=1Kni
) ∩ U , pou eÐnai �topo, epeid  Cl(U) ∩ V = ∅.

Pìrisma 2.5.1. An X eÐnai ènac sunektikìc q¸roc me arijm simh b�sh kai K eÐnai
suneqèc sÔgklishc tou X, tìte to K perièqei to polÔ arijm simo pl joc shmeÐwn
di�spashc tou X.

Apìdeixh. Jètoume

G = {{x} : x shmeÐo di�spashc tou X}.

Profan¸c G eÐnai oikogèneia kleist¸n kai xènwn uposunìlwn tou X pou diaqwrÐzoun
to X. Apì to Je¸rhma 2.5.4 k�je mh arijm simh upooikogèneia thc G perièqei stoiqeÐo
pou den eÐnai uposÔnolo tou K. 'Ara, an k�je stoiqeÐo miac upooikogèneiac G∗ thc G
eÐnai uposÔnolo tou K, tìte h G∗ eÐnai arijm simh.

2.6 Suneq  tou Peano

Orismìc 2.6.1. 'Enac metrikìc q¸roc pou eÐnai topik� sunektikì suneqèc kaleÐtai
suneqèc tou Peano.

To parak�tw Je¸rhma prokÔptei apì to Je¸rhma 2.3.2 kai prosfèrei mia ikan  kai
anagkaÐa sunj kh èna metrikì suneqèc X na eÐnai suneqèc tou Peano

Je¸rhma 2.6.1. 'Ena metrikì suneqèc X eÐnai suneqèc tou Peano an kai mìnon an
gia k�je ε > 0 up�rqoun suneq  X1, ..., Xn ⊆ X tètoia ¸ste X = X1 ∪ ... ∪ Xn kai
diam(Xi) < ε gia k�je i = 1, ..., n.
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ParadeÐgmata 2.6.1.

1. QalÐ tou Sierpinski.

Ja perigr�youme th kataskeu  enìc topik� sunektikoÔ epÐpedou suneqoÔc pou
èqei dojeÐ apì ton Polwnì Majhmatikì W. Sierpinski.

QwrÐzoume èna tetr�gwno T se ennèa Ðsa tetr�gwna kai afairoÔme apì to mesaÐo
ta eswterik� tou shmeÐa. QwrÐzoume kai p�li to kajèna apì ta okt¸ pou apomè-
noun (tetr�gwna 1hc t�xhc) se ennèa Ðsa tetr�gwna kai afairoÔme apì k�je mesaÐo
tetr�gwno ta eswterik� tou shmeÐa. 'Etsi, paÐrnoume 82 tetr�gwna 2hc t�xhc.
Se kajèna apì aut� epanalamb�noume thn prohgoÔmenh diadikasÐa lamb�nontac
83 tetr�gwna 3hc t�xhc k.o.k.

H ènwsh twn tetrag¸nwn n-t�xhc eÐnai èna suneqèc Sn. Apì thn kataskeu 
S1 ⊇ S2 ⊇ · · · ⊇ Sn ⊇ Sn+1 ⊇ · · · . Apì to Je¸rhma 2.6.1 sunep�getai ìti to
suneqèc S =

⋂∞
n=1 Sn eÐnai topik� sunektikì.

Sq ma 2.1: QalÐ tou Sierpinski

2. Spìggoc tou Menger

Ja perigr�youme thn kataskeu  enìc topik� sunektikoÔ suneqoÔc pou èqei dojeÐ
apì ton Austriakì majhmatikì K. Menger.

'Enac kÔboc M0 qwrÐzetai se 27 Ðsouc kÔbouc: met� afairoÔntai o “mesaÐoc”
kÔboc kai oi èxi kÔboi pou èqoun me autìn koinèc èdrec. 'Etsi, èqoume to sÔnolo
M1, pou apoteleÐtai apì 20 kleistoÔc kÔbouc 1hc t�xhc.

Se k�je kÔbo 1hc t�xhc efarmìzoume thn Ðdia diadikasÐa, dhlad  qwrÐzoume ton
kajèna se 27 kÔbouc kai afairoÔme ton mesaÐo kÔbo, kaj¸c kai touc kÔbouc pou
èqoun me autìn koin  èdra. To sÔnolo M2 pou apomènei apoteleÐtai apì 202

kÔbouc 2hc taxhc. Efarmìzoume thn Ðdia diadikasÐa se k�je kÔbo 2hc t�xhc,
lamb�noume to kleistì sÔnolo M3 pou apoteleÐtai apì 203 kÔbouc 3hc t�xhc
k.o.k..
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H ènwsh twn kÔbwn n-t�xhc eÐnai èna suneqèc Mn. To sÔnolo M =
⋂∞

n=0Mn

wc tom  miac �peirhc fjÐnousac akoloujÐac suneq¸n, eÐnai kai to Ðdio suneq c, to
opoiì eÐnai kajolik  kampÔlh. Apì to Je¸rhma 2.6.1 sunep�getai ìti to suneqèc
M eÐnai suneqèc tou Peano.

Sq ma 2.2: Spìggoc tou Menger

Je¸rhma 2.6.2. 'Enac metrikìc q¸roc Y pou eÐnai suneq c eikìna enìc suneqoÔc
tou Peano eÐnai suneqèc tou Peano.

Apìdeixh. 'Estw X èna suneqèc tou Peano kai f : X → Y = f(X). Epeid  o X
eÐnai sumpag c q¸roc, k�je suneq c apeikìnish eÐnai kleist . H suneq c eikìna enìc
sumpagoÔc kai sunektikoÔ q¸rou eÐnai sumpag c kai sunektikìc q¸roc kai h kleist 
eikìna enìc topik� sunektikoÔ q¸rou eÐnai topik� sunektikìc q¸roc, �ra f(X) eÐnai
eÐnai suneqèc tou Peano.

To parak�tw gnwstì Je¸rhma dÐnei akìma mia qarakthristik  idiìthta twn topik�
sunektik¸n suneq¸n ([15], sel. 256).

Je¸rhma 2.6.2. (Hahn-Mazurkiewicz) 'Enac metrikìc q¸roc X eÐnai suneqèc
tou Peano an kai mìnon an up�rqei suneq c kai epÐ apeikìnish f : [0, 1]→ f([0, 1]) = X.

Epeid  k�je suneqèc tou Peano eÐnai metrikìc, pl rhc, sunektikìc kai topik� sunek-
tikìc q¸roc apì to Je¸rhma 2.4.6 sunep�getai ìti:

Je¸rhma 2.6.3. K�je suneqèc tou Peano eÐnai kat� tìxo sunektikìc q¸roc.

To antÐstrofo tou Jewr matoc 2.6.3 den alhjeÔei, ìpwc faÐnetai apì to parak�tw
par�deigma.

Par�deigma 2.6.4. SumbolÐzoume me F0 to eujÔgrammo tm ma tou R2 pou en¸nei
ta shmeÐa (0, 1) kai (0, 0). Me Fn, n = 1, 2, ..., sumbolÐzoume to eujÔgrammo tm ma
pou en¸nei ta shmeÐa (0, 1) kai (1/n, 0). To suneqèc F =

⋃∞
n=0 Fn eÐnai kat� tìxo

sunektikì, to opoÐo den eÐnai topik� sunektikì sta shmeÐa tou uposunìlou F0\{(0, 1)}.
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Je¸rhma 2.6.4. K�je anoiktìc kai sunektikìc upìqwroc enìc suneqoÔc tou Peano
eÐnai kat� tìxo sunektikìc ([20], sel. 132).

2.7 Klhronomik� topik� sunektikì suneqèc

Orismìc 2.7.1. 'Ena suneqèc X kaleÐtai klhronomik� topik� sunektikì an k�je
uposuneqèc tou X eÐnai suneqèc tou Peano.

Profan¸c k�je klhronomik� topik� sunektikì suneqèc eÐnai suneqèc tou Peano.
Parajètoume par�deigma enìc suneqoÔc tou Peano to opoÐo den eÐnai klhronomik�
topik� sunektikì.

Par�deigma 2.7.1. To tetr�gwno [0, 1] × [0, 1] tou R2 eÐnai suneqèc tou Peano.
'Omwc h sumpuknwmènh hmitonoeid c

S =

{
(x, sin

1

x
) : 0 < x ≤ 1

}
∪ {(0, y) : −1 < y ≤ 1}

eÐnai uposuneqèc tou [0, 1]× [0, 1], to opoÐo den eÐnai topik� sunektikì.

To je¸rhma pou akoloujeÐ prosfèrei mia qarakthristik  idiìthta twn klhronomik�
topik� sunektik¸n suneq¸n ([15], sel. 269).

Je¸rhma 2.7.1. 'Ena suneqèc X eÐnai klhronomik� topik� sunektikì an kai mìnon
an o X den perièqei kanèna mh tetrimmèno suneqèc sÔgklishc.

2.8 KampÔlec

2.8.1 Topologik  di�stash

Orismìc 2.8.1. H mikr  epagwgik  di�stash ind(X) enìc topologikoÔ q¸rou X
eÐnai ènac akèraioc arijmìc ≥ −1   ∞ kai orÐzetai epagwgik� wc ex c:

1. ind(X) = −1 an kai mìno an X = ∅

2. ind(X) ≤ n, ìpou n = 0, 1, 2, . . . , an up�rqei anoikt  b�sh B tou X tètoia ¸ste
gia k�je U ∈ B isqÔei ind(Bd(U) ≤ n− 1.

3. ind(X) = n, an ind(X) ≤ n kai ind(X) 
 n− 1.

4. ind(X) =∞ an ind(X) 
 n gia k�je n = 0, 1, . . . .

'Enac q¸roc X kaleÐtai monodi�statoc an ind(X) = 1
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2.8.2 Orismìc thc kampÔlhc

Orismìc 2.8.2. K�je metrikì monodi�stato suneqèc kaleÐtai kampÔlh .

MÐa kampÔlh pou eÐnai omoiomorfik  me thn perifèreia tou kÔklou kaleÐtai apl 
kleist  kampÔlh .

'Ena suneqèc kaleÐtai gr�fhma, an mporeÐ na grafeÐ wc ènwsh peperasmènou pl jouc
tìxwn, ta opoÐa an� dÔo eÐte den tèmnontai, eÐte tèmnontai se èna apì ta �kra touc,
eÐte tèmnontai sta dÔo touc �kra. Profan¸c k�je gr�fhma eÐnai kampÔlh.

'Ena gr�fhma pou den perièqei aplèc kleistèc kampÔlec kaleÐtai dèndro.

2.8.3 T�xh Diakl�dwshc kampÔlhc se shmeÐo

K�je shmeÐo x enìc graf matoc G eÐnai koinì �kro peperasmènou pl jouc tìxwn
tou G pou den èqoun �llo koinì shmeÐo ektìc apì to x. To mègisto pl joc n twn
tìxwn aut¸n sumbolÐzetai ord(x,G) kai kaleÐtai t�xh diakl�dwshc tou G sto x.

H ènnoia thc t�xhc diakl�dwshc genikeÔetai gia ta shmeÐa opoiasd pote kampÔlhc.

Orismìc 2.8.3. H t�xh diakl�dwshc ord(x,K) miac kampÔlhc K sto shmeÐo x ∈ K
eÐnai o mikrìteroc plhjikìc   diataktikìc arijmìc n pou orÐzetai wc ex c:

gia k�je ε > 0 up�rqei èna anoiktì sÔnolo U tou K tètoio ¸ste:

x ∈ U, diam(U) < ε kai |Bd(U)| ≤ n.

H anisìthta |Bd(U)| ≤ ω, ìpou ω eÐnai o mikrìteroc �peiroc plhj�rijmoc, shmaÐnei
ìti to sÔnolo Bd(U) eÐnai peperasmèno.

Apì ton Orismì 2.8.3 prokÔptei ìti ta shmeÐa miac kampÔlhc K taxinomoÔntai wc
proc thn t�xh diakl�dwshc wc ex c:

1. ShmeÐa t�xhc diakl�dwshc n ∈ {1, 2, . . . }: gia èna shmeÐo x ∈ K isqÔei ìti
ord(x,K) = n an ord(x,K) ≤ n kai ord(x,K) 
 n− 1.

2. ShmeÐa t�xhc diakl�dwshc w: gia èna shmeÐo x ∈ K isqÔei ìti ord(x,K) = w
an gia k�je ε > 0 up�rqei anoikt  perioq  tou x diamètrou < ε me peperasmèno
sÔnoro kai ord(x,K) � n gia k�je fusikì arijmì n.

3. ShmeÐa t�xhc diakl�dwshc N0: gia èna shmeÐo x ∈ K isqÔei ìti ord(x,K) = N0

an gia k�je ε > 0 up�rqei anoikt  perioq  tou x diamètrou < ε me arijm simo
sÔnoro kai ord(x,K) 
 n gia k�je fusikì arijmì n.

4. ShmeÐa mh arijm simhc t�xhc diakl�dwshc c: gia èna shmeÐo x ∈ K isqÔei ìti
ord(x,K) = c an an up�rqei ε > 0 gia to opoÐo k�je anoikt  perioq  tou x
diamètrou < ε èqei mh arijm simo sÔnoro.

SumbolÐzoume
K [n] = {x ∈ K : ord(x,K) = n}.
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2.8.4 Telik� shmeÐa kai shmeÐa diakl�dwshc.

Orismìc 2.8.4. 'Ena shmeÐo x miac kampÔlhc K kaleÐtai shmeÐo diakl�dwshc thc
K, an ord (x,K) ≥ 3.

'Ena shmeÐo x miac kampÔlhc K kaleÐtai telikì shmeÐo thc K, an ord (x,K) = 1.

2.8.5 Kajolikèc kampÔlec

'Enac topologikìc q¸roc K kaleÐtai kajolikìc gia mia oikogèneia F topologik¸n
q¸rwn, ìtan:

(i) K ∈ F ,

(ii) gia k�je X ∈ F up�rqei omoiomorfismìc tou X epÐ enìc upoq¸rou tou K.

Gia tic kampÔlec eÐnai gnwst� ta parak�tw apotelèsmata:

1. To qalÐ tou Sierpinski S eÐnai kajolikìc q¸roc sthn oikogèneia ìlwn twn
epÐpedwn kampul¸n (bl. ParadeÐgmata 2.6.1 gia thn kataskeu  tou S).

2. O spìggoc tou Menger M eÐnai kajolikìc q¸roc sthn oikogèneia ìlwn twn
kampul¸n (bl. ParadeÐgmata 2.6.1 gia thn kataskeu  tou M).

2.9 KanonikoÐ q¸roi

Orismìc 2.9.1. 'Enac q¸roc X kaleÐtai kanonikìc an o X èqei mia anoikt  b�sh
{Oi}∞i=1 tètoia ¸ste gia k�je i = 1, 2, . . . , to sÔnolo Bd(Oi) eÐnai peperasmèno.

Je¸rhma 2.9.1. K�je upìqwroc enìc kanonikoÔ q¸rou eÐnai kanonikìc.

Apìdeixh. 'Estw ìti X eÐnai ènac kanonikìc q¸roc kai Y eÐnai upìqwroc tou X.
JewroÔme èna s meÐo y ∈ Y kai mia anoikt  perioq  Oy tou y sto Y . Tìte Oy =

Y ∩O′y, ìpou O′y eÐnai anoikt  perioq  tou shmeÐou y sto X.
Epeid  o X eÐnai kanonikìc, up�rqei anoikt  perioq  V ′y tou y sto X, tètoia ¸ste

V ′y ⊆ ClX(V ′y) ⊆ O′y

kai to sÔnolo BdX(V ′y) eÐnai peperasmèno. To sÔnolo Vy = Y ∩ V ′y eÐnai anoiktì sto
Y kai Vy ⊆ Oy.

ArkeÐ na deÐxoume ìti to sÔnolo BdY (Vy) eÐnai peperasmèno. Pr�gmati, epeid 
ClY (Vy) = ClX(Vy) ∩ Y ⊆ ClX(V ′y), èqoume

BdY (Vy) = ClY (Vy) \ Vy ⊆ ClX(V ′y) \ (Y ∩ V ′y) ⊆ ClX(V ′y) \ V ′y = Bd(V ′y).

AfoÔ to sÔnoloBd(V ′y) eÐnai peperasmèno, to uposÔnolì touBdY (Vy) eÐnai peperas-
mèno.
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Je¸rhma 2.9.2. K�je kanonikìc kai sunektikìc q¸roc eÐnai topik� sunektikìc.

Apìdeixh. 'Estw x ∈ X kai Ox tuqaÐo anoiktì sÔnolo pou perièqei to x. SÔmfwna me
to Je¸rhma 2.3.1 arkeÐ na apodeÐxoume ìti up�rqei sunektikì uposÔnolo tou Ox, pou
perièqei to shmeÐo x sto eswterikì tou.

Epeid  o X eÐnai kanonikìc, up�rqei anoiktì sÔnolo Vx tètoio ¸ste

x ∈ Cl(Vx) ⊆ Ox

kai to sÔnolo Bd(Vx) eÐnai peperasmèno. 'Estw ìti Bd(Vx) = {x1, ..., xn}. Ja deÐxoume
ìti Cl(Vx) èqei to polÔ n sunektikèc sunist¸sec.

Ac upojèsoume antÐjeta ìti to pl joc twn sunektik¸n sunistws¸n tou Cl(Vx) eÐnai
megalÔtero tou n. Me epagwg  wc proc n mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti

Cl(Vx) = K1 ∪ ... ∪Kn+1

ìpou ta sÔnola Ki eÐnai mh ken� kleist� sto X kai xèna �na dÔo.
Ja deÐxoume ìti Ki ∩ Bd(Vx) 6= ∅ gia k�je i = 1, 2, ..., n+ 1.
Pr�gmati, an Ki ∩ Bd(Vx) = ∅ gia k�poio i = 1, ..., n+ 1, tìte

X = Ki ∪

(
(X \ Vx) ∪

⋃
j 6=i

Kj

)
,

eÐnai diaqwrismìc tou X se dÔo xèna kleist� mh ken� sÔnola Ki kai (X \Vx)∪
⋃

j 6=iKj,
pou èrqetai se antÐjesh me thn sunektikìthta tou X.

An ìmwc to kajèna apì ta xèna an� dÔo sÔnola K1, ..., Kn+1 tèmnei to Bd(Vx), tìte
to sÔnolo Bd(Vx) perièqei toul�qiston n+ 1 stoiqeÐa, pou eÐnai �topo.

Epomènwc
Cl(Vx) = C1 ∪ ... ∪ Cm, m ≤ n,

ìpou k�je Ci eÐnai sunektik  sunest¸sa tou Cl(Vx).
'Eqoume x ∈ Vx ⊆ Cl(Vx) = C1 ∪ ... ∪ Cm. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac mporoÔme

na upojèsoume ìti x ∈ C1.
Epeid  C1 ∩ (C2 ∪ ... ∪ Cm) = ∅, èpetai ìti

x ∈ Vx \ (C2 ∪ ... ∪ Cm) ⊆ C1

Profan¸c to sÔnolo Vx \ (C2 ∪ ... ∪ Cm) eÐnai anoiktì sto X. 'Ara,

x ∈ Int(C1) ⊆ C1 ⊆ Ox,

ìpou C1 eÐnai sunektikì.
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Pìrisma 2.9.1. K�je sunektikìc upìqwroc enìc kanonikoÔ q¸rou eÐnai topik�
sunektikìc.

Apìdeixh. 'Estw ìti Y eÐnai sunektikìc upìqwroc kanonikou q¸rouX. Apì to Je¸rhma
2.9.1 o Y eÐnai kanonikìc. 'Ara, apì to Je¸rhma 2.9.2, o sunektikìc q¸roc Y eÐnai
topik� sunektikìc.



Kef�laio 3

DendrÐtec kai oi qarakthristikèc idiìthtèc touc

Sto Kef�laio autì eis�getai h ènnoia tou dendrÐth kai melet¸ntai oi idiìthtec twn
dendrit¸n.

ApodeiknÔetai ìti k�je dendrÐthc eÐnai kanonik  kampÔlh me arijm simo pl joc
shmeÐwn diakl�dwshc kai ìti k�je sunektikì uposÔnolo enìc dendrÐth eÐnai kat� tìxo
sunektikì.

EpÐshc ja apodeÐxoume merikèc qarakthristikèc idiìthtec twn dendrit¸n, ìpwc ìti h
tom  opoiwnd pote sunektik¸n uposunìlwn enìc dendrÐth eÐnai sunektik  kai ìti k�je
shmeÐo enìc dendrÐth eÐte eÐnai shmeÐo di�spashc eÐte eÐnai telikì shmeÐo.

3.1 H ènnoia tou dendrÐth.

Orismìc 3.1.1. 'Ena suneqèc tou Peano kaleÐtai dendrÐthc an den perièqei apl 
kleist  kampÔlh.

Epeid  k�je suneqèc tou Peano eÐnai k�ta tìxo sunektikì (Je¸rhma 2.6.3), apì
ton orismì tou dendrÐth èpetai ìti:

• K�je dendrÐthc eÐnai kat� tìxo sunektikìc.

H ènwsh dÔo tìxwn me koin� �kra perièqei apl  kleist  kampÔlh. Epomènwc

• Gia opoiad pote duo shmeÐa p kai q enìc dendrÐth D up�rqei monadikì tìxo tou D
me �kra p kai q.

3.2 Idiìthtec twn dendrit¸n

Sthn par�grafo aut  me D sumbolÐzoume èna suneqèc pou den eÐnai monosÔnolo.

Je¸rhma 3.2.1. 'Ena suneqèc D eÐnai ènac dendrÐthc an kai mìno an opoioad pote
dÔo shmeÐa tou D diaqwrÐzontai sto D apì èna trÐto shmeÐo.

25
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Apìdeixh. 'Estw ìti D eÐnai ènac dendrÐthc kai p, q ∈ D, p 6= q.
Apì to Je¸rhma 2.6.3 up�rqei sto D èna tìxo TD me �kra p kai q. 'Estw ìti

r ∈ TD − {p, q}. Epeid  o D eÐnai topik� sunektikìc kai to sÔnolo D \ {r} eÐnai
anoiktì, apì to Je¸rhma 2.3.1 h sunektik  sunist¸sa P tou p sto D - {r} eÐnai
anoiktì sÔnolo. An q ∈ P , tìte (Je¸rhma 2.6.4) up�rqei èna tìxo TP sto P apì to
p sto q, diaforetikì apì to TD, pou eÐnai �topo. Jètoume Q = X \ {r} \ P . Tìte

X \ {r} = P |Q, p ∈ P, q ∈ Q.

Dhlad  r diaqwrÐzei ta shmeÐa p kai q sto D.
Antistrìfwc, upojètoume ìti opoiad pote dÔo shmeÐa tou D diaqwrÐzontai sto D

apì èna trÐto shmeÐo tou D. Tìte, apì to Je¸rhma 2.5.3 to suneqèc D den perièqei
kanèna suneqèc sÔgklishc. 'Ara, apì to Je¸rhma 2.5.2, to suneqèc D eÐnai topik�
sunektikì. An D perieÐqe mia apl  kleist  kampÔlh K, tìte kanèna shmeÐo tou D
den ja diaq¸rize dÔo shmeÐa thc K. 'Ara, to D den perièqei apl  kleist  kampÔlh.
Sunep¸c to D eÐnai dendrÐthc.

Je¸rhma 3.2.2. K�je dendrÐthc eÐnai kanonikìc q¸roc.

Apìdeixh. 'Estw D ènac dendrÐthc. JewroÔme èna shmeÐo p ∈ D kai èna anoiktì
uposÔnolo Wp tou D tètoio ¸ste p ∈ Wp. ArkeÐ na broÔme èna anoiktì uposÔnolo V
tou D tètoio ¸ste p ∈ V ⊆ Wp kai to sÔnolo Bd(V ) eÐnai peperasmèno.

Apì to Je¸rhma 3.2.1 gia k�je w ∈ Bd(Wp) up�rqei shmeÐo cw ∈ D pou diaqwrÐzei
ta shmeÐa p kai w. Epomènwc up�rqoun anoikt� sÔnola Gw kai Hw tètoia ¸ste

D \ {cw} = Gw ∪Hw, p ∈ Gw, w ∈ Hw, Gw ∩Hw = ∅.
Profan¸c

(i) Bd(Hw) = {cw} kai p 6∈ Cl(Hw) = Hw ∪ {cw}.
ParathroÔme ìti h oikogèneia {Hw : w ∈ Bd(Wp)} apoteleÐtai apì anoikt� sÔnola

kai Bd(Wp) ⊆
⋃

w∈Bd(Wp)Hw. Epeid  o D eÐnai sumpag c q¸roc, o kleistìc upoq¸roc
Bd(Wp) tou D eÐnai sumpag c. Epomènwc

(ii) Bd(Wp) ⊆ Hw1 ∪ ... ∪Hw1 , w1, ..., wn ∈ Bd(Wp).

Jètoume

H = Hw1 ∪ ... ∪Hwn .

Tìte

Bd(H) ⊆ Bd(Hw1) ∪ ... ∪ Bd(Hwn) = {cw1 , ..., cwn}.
'Ara, to sÔnolo Bd(H) eÐnai peperasmèno.
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Jètoume V = Wp \ Cl(H). Epeid , apì tic (i),

p 6∈ Cl(Hw1) ∪ ... ∪ Cl(Hwn) = Cl(H),

èpetai ìti

p ∈ V ⊆ Wp.

ArkeÐ na deÐxoume ìti to sÔnolo Bd(V ) eÐnai peperasmèno.
'Eqoume

Bd(V ) = Cl(V ) \ V ⊆ Cl(Wp) \ (Wp \ Cl(H)) =

= (Cl(Wp) \Wp) ∪ (Cl(Wp) ∩ Cl(H)) =

= Bd(Wp) ∪ (Cl(Wp) ∩ Cl(H))

Apì tic (ii) èqoume ìti Bd(Wp) ⊆ H. Sunep¸c

Bd(V ) ⊆ H ∪ (Cl(Wp) ∩ Cl(H)) ⊆ H ∪ Cl(H) = Cl(H)

Epeid  to sÔnolo H eÐnai anoiktì kai H ∩ V = ∅, sunep�getai ìti H ∩ Cl(V ) = ∅.
Epomènwc,

Bd(V ) ∩H = (Cl(V ) \ V ) ∩H = ∅.
Sunep¸c

Bd(V ) ⊆ Cl(H) \H ⊆ Bd(H).

Epeid  to sÔnolo Bd(H) eÐnai peperasmèno, to uposÔnolì tou Bd(V ) eÐnai epÐshc
peperasmèno.

Epeid  k�je kanonikìc q¸roc eÐnai monodi�statoc, apì to Je¸rhma 3.2.2 sumperaÐ-
noume ìti

Pìrisma 3.2.3. K�je dendrÐthc eÐnai kampÔlh.

Je¸rhma 3.2.4. K�je dendrÐthc eÐnai klhronomik� topik� sunektikì suneqèc.

Apìdeixh. 'Estw D ènac dendrÐthc, tìte o D eÐnai kanonikìc. 'Estw Y ⊆ D èna
uposuneqèc tou D. Tìte, apì to Je¸rhma 2.9.1, o Y eÐnai kanonikìc q¸roc. EpÐshc
o Y wc suneqèc eÐnai sunektikìc. Sunep¸c, apì to Je¸rhma 2.9.2 o Y eÐnai topik�
sunektikìc.

Pìrisma 3.2.5. K�je uposuneqèc enìc dendrÐth eÐnai ènac dendrÐthc.

Apìdeixh. 'Estw D ènac dendrÐthc kai Y uposuneqèc tou D. Apì to Je¸rhma 3.2.4
to suneqèc U eÐnai topik� sunektikì. AfoÔ o D den perièqei kleistèc kampÔlec o Y
den perièqei kleistèc kampÔlec. Sunep¸c o Y eÐnai dendrÐthc.
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Orismìc 3.2.6. 'Enac q¸roc X kaleÐtai topik� kat� tìxo sunektikìc an gia k�je
x ∈ X kai gia k�je sÔnolo U tètoio ¸ste x ∈ Int(U) up�rqei kat� tìxo sunektikì
sÔnolo V ⊆ U tètoio ¸ste x ∈ Int(V ).

Je¸rhma 3.2.7. K�je anoiktì uposÔnolo enìc dendrÐth eÐnai topik� kat� tìxo sunek-
tikì.

Apìdeixh. 'Estw D ènac dendrÐthc kai U èna anoiktì uposÔnolo tou D. JewroÔme èna
shmeÐo x ∈ U . Epeid  o D eÐnai topik� sunektikìc gia k�je ε > up�rqei èna anoiktì
sunektikì sÔnolo Vε tètoio ¸ste x ∈ Vε kai Cl(Vε) ⊆ U . Profan¸c Cl(Vε) eÐnai
suneqèc. Apì to Je¸rhma 3.2.4 to suneqèc Cl(Vε) eÐnai topik� sunektikì. 'Ara, apì
to Je¸rhma 2.6.3, to Cl(Vε) eÐnai kat� tìxo sunektikì.

Orismìc 3.2.8. 'Estw X ènac topologikìc q¸roc kai U ⊆ X. Lègetai ìti èna
shmeÐo p ∈ X \ U eÐnai kat� tìxo prosb�simo apì to U an up�rqei tìxo sto U ∪ {p}
me èna �kro to shmeÐo p.

L mma 3.2.9. An U eÐnai anoiktì uposÔnolo enìc topik� kat� tìxo sunektikoÔ q¸rou
X, tìte to sÔnolo ìlwn twn shmeÐwn tou Bd(U) pou eÐnai kat� tìxo prosb�sima apì
to U eÐnai pantoÔ puknì sto Bd(U).

Apìdeixh. 'Estw x ∈ Bd(U) kai ε > 0. Epeid  o X eÐnai topik� kat� tìxo sunektikìc,
up�rqei sÔnolo V tètoio ¸ste x ∈ Int(V ) ⊆ V , V ⊆ S(x, ε) kai V eÐnai kat� tìxo
sunektikì. Epeid  x ∈ Bd(U) ∩ Int(V ), up�rqei y ∈ U ∩ Int(V ) tètoio ¸ste y 6= x.

'Estw ìti T eÐnai to tìxo tou V me �kra ta shmeÐa x kai y. Tìte T ∩ Bd(U) eÐnai
sumpagèc uposÔnolo tou T pou perièqei to shmeÐo p. Jewr¸ntac ìti to tìxo T èqei
di�taxh apì to x proc to y, mporoÔme na broÔme èna shmeÐo z ∈ Bd(U) ∩ T tètoio
¸ste to tìxo sto T me �kra ta shmeÐa z kai y na tèmnei to Bd(U) sto shmeÐo z.

Apì ta parap�nw z ∈ Bd(U), z ∈⊆ S(x, ε) kai z eÐnai kat� tìxo prosb�simo apì
to U . 'Ara, to sÔnolo ìlwn twn shmeÐwn tou Bd(U) pou eÐnai kat� tìxo prosb�sima
apì to U eÐnai pantoÔ puknì sto Bd(U).

Je¸rhma 3.2.10. K�je anoiktì uposÔnolo enìc dendrÐth eÐnai kat� tìxo sunektikì.

Apìdeixh. 'Estw ìti U eÐnai mh kenì anoiktì uposÔnolo enìc dendrÐth D kai u ∈ U .
ArkeÐ na deÐxoume ìti to sÔnolo U eÐnai Ðso me to sÔnolo

Pu = {p ∈ U : up�rqei tìxo apì to p èwc to u} ∪ {u}.

To sÔnolo Pu eÐnai mh kenì afoÔ perièqei to shmeÐo u.
Apì to Je¸rhma 3.2.7 to U eÐnai topik� kat� tìxo sunektikì. Epomènwc gia k�je

y ∈ U up�rqei kat� tìxo sunektikì anoiktì sÔnolo Vy ⊆ U , tètoio ¸ste y ∈ Vy.
An p ∈ Pu, tìte k�je shmeÐo x ∈ Vp sundèetai me èna tìxo me to p, to opoÐo me thn

seir� tou sundèetai me èna tìxo me to u. 'Ara, k�je shmeÐo tou Vp sundèetai me èna
tìxo me to u, dhlad  Vp ⊆ Pu. Epomènwc to sÔnolo Pu eÐnai anoiktì sto U .
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Ac upojèsoume ìti up�rqei y ∈ U \ Pu. Tìte Vy ⊆ U \ Pu. 'Ara, U \ Pu eÐnai
anoiktì sto U . Tìte ìmwc to sunektikì sÔnolo U eÐnai ènwsh anoikt¸n mh temnìmenwn
sunìlwn U \ Pu kai Pu, pou eÐnai �topo. 'Ara, U \ Pu = ∅, dhlad  U = Pu.

L mma 3.2.11. (Nadler [20], sel. 137) 'Estw ìti X eÐnai èna suneqèc tou Peano kai
p ∈ X. An p den eÐnai shmeÐo di�spashc tou X, tìte gia k�je ε > 0 up�rqei anoiktì
kai sunektikì sÔnolo U , tètoio ¸ste

p ∈ U, diam(U) < ε kai X \ U eÐnai sunektikì.

Je¸rhma 3.2.12. 'Ena suneqèc D eÐnai dendrÐthc an kai mìnon an k�je shmeÐo tou
D eÐnai eÐte èna shmeÐo di�spashc eÐte èna telikì shmeÐo tou D.

Apìdeixh. 'Estw ìti D eÐnai dendrÐthc kai e eÐnai èna shmeÐo tou D, to opoÐo den eÐnai
shmeÐo di�spashc. Ja deÐxoume ìti e eÐnai telikì shmeÐo tou D.

'Estw ε > 0. Apì to L mma 3.2.11 up�rqei èna sunektikì anoiktì uposÔnolo Ue

tou D tètoio ¸ste:

e ∈ Ue, diam(Ue) < ε kai X \ Ue eÐnai sunektikì.

Ac upojèsoume ìti |Bd(Ue)| ≥ 2. Tìte, apì to L mma 3.2.9 up�rqoun q, p ∈ Bd(U)
me q 6= p tètoia ¸ste q kai p sundèontai me tìxa me k�poia shmeÐa tou Ue.

'Etsi, afoÔ to Ue eÐnai kat� tìxo sunektikì apì to Je¸rhma 3.2.10, up�rqei èna
tìxo A sto Ue ∪ {q, p} apì to q sto p. Shmei¸noume ìti q, p ∈ D − Ue kai ìti, afoÔ
D − Ue eÐnai sumpagèc kai sunektikì, to D − Ue eÐnai èna suneqèc.

Epeid  o D, wc dendrÐthc, eÐnai klhronomik� topik� sunektikìc, o upìqwroc D−Ue

eÐnai suneqèc tou Peano. Epomènwc, up�rqei èna tìxo B sto D − Ue apì to q sto p.
Profan¸c A ∪ B eÐnai mia apl  kleist  kampÔlh pou perièqetai sto dendrÐth D, pou
eÐnai �topo. Sunep¸c, |Bd(Ue)| ≤ 1. 'Ara, e eÐnai èna telikì shmeÐo tou D.

Antistrìfwc, èstw ìti D eÐnai èna suneqèc tètoio ¸ste k�je shmeÐo tou D eÐnai
èna shmeÐo di�spashc tou D eÐte èna telikì shmeÐo tou D.

Ac upojèsoume ìti D den eÐnai topik� sunektikì. Tìte apì to Je¸rhma 2.5.2 to
D perièqei èna mh arijm simo suneqèc sÔgklishc K pou apoteleÐtai apì shmeÐa sta
opoÐa to D den eÐnai topik� sunektikì. Epeid  se k�je telikì shmeÐo to D eÐnai topik�
sunektikì (bl. thn apìdeixh tou Jewr matoc 2.9.2), to K apoteleÐtai apì shmeÐa
di�spashc tou D. Autì ìmwc eÐnai �topo, afoÔ sÔmfwna me to Pìrisma 2.5.1, to K
perièqei to polÔ arijm simo pl joc shmeÐwn di�spashc tou D. Sunep¸c to suneqèc
D eÐnai topik� sunektikì.

Ac upojèsoume ìti to D perièqei mia apl  kleist  kampÔlh Z. Tìte kanèna shmeÐo
thc Z den mporeÐ na eÐnai èna telikì shmeÐo tou D. Gia autì, apì thn upìjes  mac,
k�je shmeÐo thc Z eÐnai èna shmeÐo di�spashc tou D. 'Ara, up�rqei shmeÐo di�spashc
tou Z. Autì ìmwc eÐnai adÔnaton (afoÔ mia apl  kleist  kampÔlh den èqei shmeÐo
di�spashc). Gia autì to D den perièqei kamÐa apl  kleist  kampÔlh. Sunep¸c to D
eÐnai ènac dendrÐthc.
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Je¸rhma 3.2.13. 'Ena suneqèc D eÐnai dendrÐthc an kai mìnon an k�je uposuneqèc
tou D perièqei mh arijm simo pl joc shmeÐwn di�spashc.

Apìdeixh. Upojètoume ìti D eÐnai ènac dendrÐthc. 'Estw Ψ èna mh tetrimmèno upo-
suneqèc tou D. Tìte, apì to Pìrisma 3.2.5, o upìqwroc Ψ eÐnai dendrÐthc. 'Ara o Ψ
eÐnai kat� tìxo sunektikìc. 'Estw p, q ∈ Ψ, p 6= q, kai A èna tìxo tou Ψ me �kra p
kai q. An r ∈ A − {p, q}, tìte ord(r, A) = 2. 'Ara, ord(r,D) ≥ 2. Epomènwc apì to
Je¸rhma 3.2.12 to r eÐnai èna shmeÐo di�spashc tou D. Epomènwc to A, kai �ra kai
to Ψ, perièqei mh arijm simo pl joc shmeÐwn tou D.

Antistrìfwc, upojètoume ìti k�je mh tetrimmèno sunektikì uposuneqèc tou D
perièqei mh arijm sima shmeÐa di�spashc tou D. Ac upojèsoume ìti to suneqèc D den
eÐnai topik� sunektikì. Tìte apì to Je¸rhma 2.5.2 to D perièqei èna mh arijm simo
suneqèc sÔgklishc K pou apoteleÐtai apì shmeÐa sta opoÐa to D den eÐnai topik�
sunektikì. Apì to Pìrisma 2.5.1 to K perièqei to polÔ arijm simo pl joc shmeÐwn
di�spashc tou D, pou eÐnai �topo. 'Ara, to D eÐnai topik� sunektikì.

Ac upojèsoume ìti to suneqèc D perièqei mia apl  kleist  kampÔlh Z. Tìte apì
thn upìjesh h Z perièqei mh arijm simo pl joc shmeÐwn di�spashc tou D. 'Etsi
up�rqei èna shmeÐo di�spashc thc Z, pou eÐnai adÔnaton. 'Etsi, to D den perièqei mia
apl  kleist  kampÔlh. Sunep¸c, to suneqèc D eÐnai ènac dendrÐthc.

Je¸rhma 3.2.14. K�je sunektikì uposÔnolo enìc dendrÐth eÐnai kat� tìxo sunek-
tikì.

Apìdeixh. Ac upojèsoume ìti C eÐnai èna mh tetrimmèno sunektikì uposÔnolo enìc
dendrÐth D. Ac p�roume p, q ∈ C ètsi ¸ste p 6= q. Profan¸c Cl(C) eÐnai ènac
dendrÐthc. Gia autì up�rqei èna tìxo A sto Cl(C) apì p sto q.

ArkeÐ na deÐxoume ìti A ⊂ C. 'Estw x ∈ Cl(C) − C. Epeid  to sÔnolo C eÐnai
sunektikì kai C ⊆ C ∪ {x} ⊆ Cl(C), to sÔnolo C ∪ {x} eÐnai sunektikì, �ra x den
eÐnai shmeÐo di�spashc tou Cl(C).

'Etsi, afoÔ Cl(C) eÐnai ènac dendrÐthc, apì to Je¸rhma 3.2.12 èpetai ìti k�je shmeÐo
tou Cl(C) \ C eÐnai èna telikì shmeÐo tou Cl(C).

Ta mìna shmeÐa tou tìxou A ⊆ Cl(C), ta opoÐa mporoÔn na einai telik� shmeÐa tou
Cl(C) eÐnai ta �kra p kai q. AfoÔ p, q ∈ C, èqoume ìti: A ∩ (Cl(C) \ C) = ∅. 'Ara,
A ⊆ C.

L mma 3.2.15. An X eÐnai èna topik� sunektikì suneqèc, U eÐnai gn sio anoiktì
uposÔnolo tou X kai S eÐnai mia sunektik  sunist¸sa tou U , tìte (X \U)∩Cl(S) 6= ∅.
Apìdeixh. Apì to Je¸rhma 2.3.1 to sÔnolo S eÐnai anoiktì sto X.

Ac upojèsoume ìti, antÐjeta, (X \ U) ∩ Cl(S) = ∅. Tìte Cl(S) ⊆ U . Epeid  S
eÐnai kleistì ston upìqwro U prokÔptei ìti

S = ClU(S) = Cl(S) ∩ U = Cl(S),
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dhlad  S eÐnai kleistì sto X.
Apì ta parap�nw prokÔptei ìti o sunektikìc q¸roc X perièqei èna gn sio anoiktì

kai kleistì sÔnolo S, pou eÐnai �topo.

Je¸rhma 3.2.16. To sÔnolo ìlwn twn shmeÐwn diakl�dwshc enìc dendrÐth eÐnai
arijm simo.

Apìdeixh. 'Estw ìti D eÐnai ènac dendrÐthc. Ac upojèsoume, antÐjeta ìti to sÔnolo
R(D) twn shmeÐwn diakl�dwshc tou D eÐnai mh arijm simo Apì to je¸rhma 3.2.1 to
sÔnolo R(D) apoteleÐtai apì shmeÐa di�spashc tou D.

Apì to Je¸rhma 2.2.1 prokÔptei ìti up�rqoun p, q ∈ D kai èna mh arijm simo
sÔnolo A ⊆ R(D) tètoio ¸ste:

k�je a ∈ A diaqwrÐzei ta shmeÐa p kai q sto D. (3.1)

Epeid  o q¸roc D wc dendrÐthc eÐnai kat� tìxo sunektikìc, up�rqei tìxo pq tou D
me �kra p kai q. K�je shmeÐo tou D pou diaqwrÐzei to p apì to q sto D an kei sto
pq. 'Ara

A ⊆ pq \ {p, q}. (3.2)

'Estw a ∈ A. Tìte a ∈ R(D). Epomènwc ord(a,D) ≥ 3. Apì Je¸rhma 3.2.19 to
sÔnolo D \ {a} perièqei toul�qiston 3 sunist¸sec. Epeid  to sÔnolo pq \ {a} èqei
akrib¸c dÔo sunist¸sec, sunep�getai ìti up�rqei sunist¸sa Sa tou D \ {a} tètoia
¸ste Sa ∩ pq = ∅.

Epeid  to sÔnoloD\{a} eÐnai anoiktì kai Sa eÐnai sunektik  sunist¸sa touD\{a},
apì to L mma 3.2.15 prokÔptei ìti Cl(Sa) ∩ {a} 6= ∅. 'Ara, a ∈ Cl(Sa).

Ac upojèsoume ìti up�rqei a∗ ∈ Cl(Sa) ∩ pq tètoio ¸ste a∗ 6= a.
Epeid  Sa eÐnai sunektikì kai Sa ⊆ Sa∪{a∗} ⊆ Cl(Sa), to Sa∪{a∗} eÐnai sunektikì

uposÔnolo tou D \ {a}. 'Ara, a∗ ∈ Sa, pou eÐnai �topo.
Sunep¸c

(Cl(Sa) \ Sa) ∩ pq = {a},∀a ∈ A. (3.3)

'Estw a 6= a∗ kai Sa ∩ Sa∗ 6= ∅. Epeid  h tom  dÔo sunektik¸n uposunìlwn enìc
dendrÐth eÐnai sunektik , to sÔnolo Sa ∩ Sa∗ eÐnai sunektikì.

'Estw w ∈ Sa ∩ Sa∗ . Epeid  Cl(Sa) kai Cl(Sa∗) eÐnai dendrÐtec pou perièqoun to
shmeÐo w, up�rqoun tìxa wa ⊆ Cl(Sa) kai wa∗ ⊆ Cl(Sa∗). H ènwsh wa∪wa∗ twn tìxwn
perièqei èna tìxo T1(aa

∗) me �kra ta shmeÐa a kai a∗. Profan¸c aa∗ ∩ pq = {a, a∗}.
'Estw T2(aa

∗) to tìxo me �kra ta shmeÐa a kai a∗ pou perièqetai sto pq. Tìte o
dendrÐthc D perièqei mia apl  kleist  kampÔlh T1(aa

∗) ∪ T2(aa
∗), pou eÐnai �topo.

Sunep¸c {Sa}a∈A eÐnai mh arijm simh oikogèneia xènwn an� dÔo anoikt¸n uposunìl-
wn tou D, pou eÐnai �topo, afoÔ o D eÐnai diaqwrÐsimoc.
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Je¸rhma 3.2.17. Se k�je dendrÐth D to sÔnolo twn shmeÐwn x me ord(x,D) = 2
eÐnai pantoÔ puknì.

Apìdeixh. Jètoume

D[2] = {x ∈ D : ord(x,D) = 2}.

'Estw U anoiktì uposÔnolo tou D. JewroÔme dÔo shmeÐa x, y ∈ U . Apì to Je¸rhma
3.2.10 to U perièqei tìxo xy me �kra x kai y.

K�je shmeÐo tou anoiktoÔ tìxou xy \ {x, y} eÐnai thc t�xhc ≥ 2 sto D. Epeid ,
apì to Je¸rhma 3.2.16, to sÔnolo R(D) twn shmeÐwn t�xhc ≥ 3 eÐnai arijm simo,
sunep�getai ìti to mh arijm simo sÔnolo xy \ {x, y} \R(D) apoteleÐtai apì ta shmeÐa
t�xhc 2. Sunep¸c U ∩D[2] 6= ∅. 'Ara, D[2] eÐnai pantoÔ puknì sto D.

Je¸rhma 3.2.18. 'Ena suneqèc D eÐnai dendrÐthc an kai mìnon an h tom  opoiwnd -
pote dÔo sunektik¸n uposunìlwn tou D eÐnai sunektik .

Apìdeixh. 'Estw D ènac dendrÐthc. AntÐjeta, ac upojèsoume ìti up�rqoun sunektik�
uposÔnola C1 kai C2 tou D ètsi ¸ste C1∩C2 na mhn eÐnai sunektik . Tìte to C1∩C2

èqei toul�qiston dÔo sunektikèc sunist¸sec P kai Q. 'Estw p ∈ P kai q ∈ Q. Apì
to je¸rhma 3.2.14 up�rqoun tìxa A1 kai A2 me ta Ðdia �kra p kai q tètoia ¸ste:
A1 = pq ⊆ C1 kai A2 = pq ⊆ C2.
H tom  twn tìxwn A1∩A2 eÐnai mh sunektik , diaforetik� p, q ∈ A1 = A2 ⊆ C1∩C2,

opìte p kai q an koun sthn Ðdia sunektik  sunist¸sa tou C1 ∩ C2.
Gia autì to lìgo, A1∪A2 perièqei mia apl  kleist  kampÔlh. Autì ìmwc antif�skei

sthn upìjesh ìti to D eÐnai ènac dendrÐthc.
Antistrìfwc, ac upojèsoume ìti h tom  opoiwnd pote dÔo sunektik¸n uposunìlwn

tou D eÐnai sunektik . Tìte o D den perièqei apl  kleist  kampÔlh. ArkeÐ na deÐxoume
ìti o D eÐnai topik� sunektikìc.

'Estw, antÐjeta ìti, to suneqèc D den eÐnai topik� sunektikìc. Tìte, apì to
Je¸rhma 2.5.2 o D perièqei èna suneqèc sÔgklishc K. Apì to Je¸rhma 2.2.2 up-
�rqei mh arijm simh oikogèneia G amoibaÐa diazeugmènwn kleist¸n uposunìlwn tou D
pou diaqwrÐzoun to K. Apì to Je¸rhma 2.5.2 up�rqei G ∈ G pou den diaqwrÐzei to
D (diaforetik� to suneqèc sÔgklishc K ja perieÐqe thn ènwsh twn stoiqeÐwn miac mh
arijm simhc oikogèneiac G amoibaÐa diazeugmènwn kleist¸n uposunìlwn pou diaqwrÐ-
zoun to D). 'Ara, to sÔnolo D\G eÐnai sunektikì. Tìte ìmwc to sÔnolo K∩ (D−G)
eÐnai sunektikì, wc tom  duo sunektik¸n sunìlwn.

Wstìso, autì eÐnai adÔnato afoÔ K ∩ (D − G) = K − G kai G eÐnai èna apì
ta stoiqeÐa thc mh arijm simhc oikogèneiac G, h opoÐa apoteleÐtai apì sÔnola pou
diaqwrÐzoun to K. 'Ara, o D eÐnai topik� sunektikìc.
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Je¸rhma 3.2.19. 'Estw X èna topik� sunektikì suneqèc pou perièqei perissìtera
tou enìc shmeÐa kai x ∈ X. An ord(x,X) eÐnai peperasmèno, tìte to pl joc c(x,X)
twn sunistws¸n tou X \ {x} eÐnai peperasmèno. Epiplèon,

c(x,X) ≤ ord(x,X).

Apìdeixh. 'Estw ìti ord(x,X) = n <∞.
Ac upojèsoume ìti, antÐjeta, c(x,X) > n. Tìte to sÔnolo X \ {x} perièqei

toul�qiston n+ 1 sunektikèc sunist¸sec S1, · · · , Sn+1.
Apì to L mma 3.2.15, x ∈ Cl(Si) gia k�je i.
Gia k�je i dialègoume si ∈ Si.
'Estw ìti d eÐnai mia metrik  tou X kai

ε < min{d(x, si) : i ∈ {1, ..., n+ 1}}.

'Estw i ∈ {1, ..., n+ 1}. Tìte

si ∈ X \ S(x, ε) ⊆ X \ Cl
(
S
(
x,
ε

2

))
.

'Estw U mia tuqaÐa anoikt  perioq  tou x tètoia ¸ste Cl(U) ⊆ S
(
x, ε

2

)
. Tìte

si ∈ X \ Cl(U).

Sunep¸c
Si ∩ U 6= ∅ kai Si ∩ (X \ Cl(U)) 6= ∅.

Epeid  k�je Si eÐnai sunektikì kai Bd (U) = Cl(U) \ U èpetai ìti Bd(U) ∩ Si 6= ∅
gia k�je i.

AfoÔ Si ∩ Sj = ∅ ìtan i 6= j, sumperaÐnoume ìti |Bd(U)| ≥ n + 1. 'Ara, h anoikt 
perioq  S

(
x, ε

2

)
tou x den perièqei kamÐa anoikt  perioq  U gia thn opoÐa |Bd(U)| ≤ n.

Opìte ord(x,X) ≥ n+ 1, pou eÐnai �topo. 'Ara, c(x,X) ≤ n.

Je¸rhma 3.2.20. 'Ena suneqèc D pou perièqei perissìtera tou enìc shmeÐa eÐnai
dendrÐthc an kai mìnon an se k�je shmeÐo x ∈ D sto opoÐo opoiosd pote apì touc
plhj�rijmouc c(x,D)   ord(x,D) eÐnai peperasmènoc isqÔei c(x,D) = ord(x,D).

Apìdeixh. An c(x,X) = ord(x,X) se k�je shmeÐo x ∈ D sto opoÐo opoiosd pote apì
touc plhj�rijmouc c(x,D)   ord(x,D) eÐnai peperasmènoc, tìte se k�je shmeÐo x pou
den eÐnai shmeÐo di�spashc isqÔei c(x,D) = 1 = ord(x,D). Epomènwc k�je shmeÐo tou
D pou den eÐnai shmeÐo di�spashc eÐnai telikì. 'Ara, apì to Je¸rhma 3.2.12 to suneqèc
D eÐnai dendrÐthc.

Antistrìfwc, ac upojèsoume ìti D eÐnai ènac dendrÐthc kai x ∈ D. 'Estw ìti o
plhj�rijmoc ord(x,D) eÐnai peperasmènoc. Tìte apì to Je¸rhma 3.2.19 o plhj�rijmoc
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c(x,D) eÐnai peperasmènoc. ArkeÐ na deÐxoume ìti an o plhj�rijmoc c(x,D) eÐnai
peperasmènoc, tìte c(x,X) = ord(x,X).

'Estw ìti c(x,X) = n kai S1, · · · , Sn eÐnai oi sunektikèc sunist¸sec tou D \ {x}.
Tìte, apì to L mma 3.2.15, Cl(Si) ∩ {x} 6= ∅ gia k�je i = 1, ..., n. Epeid  x 6∈ Si,
prokÔptei ìti x ∈ Cl(Si) \ Si. AfoÔ Si eÐnai sunektikì kai Si ⊆ Si ∪ {x} ⊆ Cl(Si),
sunep�getai ìti k�je Si ∪ {x} eÐnai èna suneqèc. 'Ara, apì to Pìrisma 3.2.5, k�je
Si ∪ {x} eÐnai ènac dendrÐthc.

Epiplèon, afoÔ ta sÔnola Si eÐnai sunektik�, to shmeÐo x den eÐnai shmeÐo di�spashc
kanenìc apì touc dendrÐtec Si∪{x}. 'Ara, apì to Je¸rhma 3.2.12, x eÐnai telikì shmeÐo
tou k�je Si ∪ {x}.

'Estw U anoikt  perioq  tou x sto D kai i ∈ {1, ..., n}. AfoÔ to x eÐnai telikì
shmeÐo tou Si ∪ {x} up�rqei anoiktì sto Si ∪ {x} sÔnolo Ui tètoio ¸ste

x ∈ Ui ⊆ U kai |BdSi∪{x}(Ui))| = 1.

Jètoume V = D \
n⋃

i=1

(Si \ Ui). Profan¸c V eÐnai anoiktì sto D, x ∈ V ⊆ U kai

|Bd(V )| = n. 'Ara, ord(x,D) = n = c(x,D).

Je¸rhma 3.2.21. 'Ena suneqèc D eÐnai dendrÐthc an kai mìnon an k�je uposuneqèc
tou D perilamb�nei mh arijm simo pl joc shmeÐwn di�spashc tou D.

Apìdeixh. 'Estw K uposuneqèc enìc dendrÐth D. Tìte K eÐnai ènac dendrÐthc. Apì
to Je¸rhma 3.2.13 to K perièqei mh arijm simo pl joc shmeÐwn di�spashc. Apì to
3.2.12 to sÔnolo twn shmeÐwn di�spashc tou K eÐnai to K \ E(K). Epomènwc to
sÔnolo K \ E(K) eÐnai mh arijm simo.

Epeid  K ∩ E(D) ⊆ E(K) prokÔptei ìti

K \ E(K) ⊆ K \K ∩ E(D).

To sÔnolo K \K ∩E(D) apoteleÐtai apì ta shmeÐa di�spashc tou D. 'Ara, to sÔnolo
K \K ∩ E(D) eÐnai mh arijm simo.

Antistrìfwc, èstw ìti k�je uposuneqèc tou D perilamb�nei mh arijm simo pl joc
shmeÐwn di�spashc. Tìte, apì to Je¸rhma 2.5.1, o D den perièqei kanèna suneqèc
sÔgklishc. 'Ara, apì to Je¸rhma 2.5.2 o D eÐnai topik� sunektikì.

Mia apl  kleist  kampÔlh enìc topik� sunektikoÔ q¸rou mporeÐ na perièqei mìno
arijm simo pl joc shmeÐwn di�spashc tou q¸rou. Epeid  k�je uposuneqèc tou D
perilamb�nei mh arijm simo pl joc shmeÐwn di�spashc tou D, o D den perièqei aplèc
kleistèc kampÔlec.
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Orismìc 3.2.22. 'Enac sunektikìc q¸rocX kaleÐtai monosundedemènoc (unicoherent)
an gia opoiad pote kleist� kai sunektik� uposÔnolaM kai N tètoia ¸ste X = M∪N
to sÔnolo M ∩N eÐnai sunektikì.

'Enac sunektikìc q¸roc X kaleÐtai klhronomik� monosundedemènoc an k�je sunek-
tikìc kai kleistìc upìqwroc tou X eÐnai monosundedemènoc.

Je¸rhma 3.2.23. 'Ena suneqèc tou Peano eÐnai dendrÐthc an kai mìnon an eÐnai
klhronomik� monosundedemèno.

Apìdeixh. 'Estw D ènac dendrÐthc. An D = M ∪ N , ìpou M kai N eÐnai kleist�
kai sunektik� uposÔnola tou D, tìte apì to Je¸rhma 3.2.18 to sÔnolo M ∩N eÐnai
sunektikì. Epomènwc o D eÐnai monosundedemènoc. K�je sunektikìc kai kleistìc
upìqwroc tou D eÐnai dendrÐthc, �ra to suneqèc D eÐnai klhronomik� monosundedemèno.

Antistrìfwc, ac upojèsoume ìti D eÐnai klhronomik� monosundedemèno suneqèc tou
Peano. Tìte to D den perièqei kami� kleist  kampÔlh, epeid  h kleist  kampÔlh den
eÐnai monosundedemènoc q¸roc. 'Ara, to suneqèc D eÐnai dendrÐthc.
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Kef�laio 4

Prosèggish dendrit¸n me dèntra

Sto Kef�laio autì ja apodeÐxoume ìti k�je dendrÐthc D eÐnai topologikì ìri-
o akoloujÐac dèndrwn pou perièqontai sto D. Ja deÐxoume ìti an ènac dendrÐthc
D1 perièqetai se ènan dendrÐth D2, tìte o D1 eÐnai surrÐknwma tou D2. Tèloc, ja
apodeÐxoume ìti k�je dendrÐthc èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou.

4.1 Apeikìnish arqikoÔ shmeÐou

'Estw D ènac dendrÐthc. Gia dÔo diaforetik� shmeÐa x, y ∈ D sumbolÐzoume me xy
to monadikì tìxo tou D me �kra ta shmeÐa x kai y.

Je¸rhma 4.1.1. 'Estw X dendrÐthc kai Y èna uposuneqèc tou X. Tìte gia k�je
x ∈ X \ Y , up�rqei monadikì shmeÐo x̃ ∈ Y tètoio ¸ste x̃ ∈ xy gia k�je y ∈ Y . (To
shmeÐo x̃ an kei se opoiod pote tìxo apì to x se opoiod pote shmeÐo tou Y .)

Apìdeixh. 'Estw x ∈ X \Y kai p ∈ Y . Epeid  o X eÐnai kat� tìxo sunektikìc q¸roc,
up�rqei tìxo xp ⊆ X. Ac upojèsoume ìti to tìxo xp eÐnai diatetagmèno me tètoio
trìpo ¸ste x ≤ p.

Apì to Je¸rhma 3.2.18 to sÔnolo xp ∩ Y eÐnai sunektikì. Epeid  ta sÔnola xp
kai Y eÐnai sumpag , to sÔnolo xp∩ Y eÐnai kleistì. Sunep¸c, eÐte to sÔnolo xp∩ Y
eÐnai èna tìxo p̃p, ìpou x < p̃ < p, eÐte p̃ = p. Se k�je perÐptwsh xp̃ ∩ Y = {p̃}.

'Estw q ∈ X \ Y kai q 6= p. 'Omoia apodeiknÔetai ìti up�rqei q̃ ∈ Y , tètoio ¸ste
xq̃ ∩ Y = {q̃}.

Ac upojèsoume ìti q̃ 6= p̃. Epeid  o upìqwroc Y wc dendrÐthc eÐnai kat� tìxo
sunektikìc, up�rqei tìxo p̃q̃ ⊆ Y. Apì thn �llh meri�, to sunektikì uposÔnolo xp̃∩xq̃
tou tìxou xp̃ eÐte eÐnai {x}, eÐte eÐnai èna tìxo xr. Sthn deÔterh perÐptwsh r ∈ R(X)
kai rq̃ ∩ rq̃ = ∅. Se k�je perÐptwsh up�rqei tìxo p̃q̃ ⊆ X \ Y .

Apì ta parap�nw sunep�getai ìti up�rqoun dÔo tìxa stoX pou sundèoun ta shmeÐa
p̃ kai q̃, ta opoÐa tèmnontai mìno sta �kra touc. Dhlad  o X perièqei apl  kleist 
kampÔlh, pou eÐnai �topo. 'Ara, p̃ = q̃.

Jètoume x̃ = p̃. Tìte x̃ eÐnai to zhtoÔmeno shmeÐo.

37
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Orismìc 4.1.2. 'Estw X ènac dendrÐthc kai èstw Y èna uposuneqèc tou X.
Gia k�je x ∈ X \Y sumbolÐzoume me x̃ to monadikì (sÔmfwna me to Je¸rhma 4.1.1)

shmeÐo tou Y tètoio ¸ste x̃ ∈ xy gia k�je y ∈ Y .
OrÐzoume r : X → Y wc ex c

r(x) =

{
x, an x ∈ Y
x̃, an x ∈ X \ Y.

H apeikìnish r kaleÐtai apeikìnish arqikoÔ shmeÐou gia to Y .

Je¸rhma 4.1.3. Gia k�je dendrÐth X kai gia k�je uposuneqèc Y tou X h apeikìnish
arqikoÔ shmeÐou r : X → Y eÐnai suneq c.

Apìdeixh. 'Estw x ∈ X kai U anoiktì uposÔnolo tou Y pou perièqei to shmeÐo r(x).
An x ∈ Int(Y ), tìte x = r(x) kai to sÔnolo V = U∩Int(Y ) eÐnai anoiktì uposÔnolo

tou X pou perièqei to shmeÐo x. Epeid  V ⊆ Y , èpetai ìti r(V ) = V . Epomènwc
r(V ) ⊆ U . 'Ara, h r eÐnai suneq c sto x.

'Estw ìti x ∈ X\Y . SumbolÐzoume x̃ = r(x). Epeid  o upìqwroc Y eÐnai sumpag c,
to sÔnolo X \Y eÐnai anoiktì sto X. JewroÔme th sunektik  sunist¸sa V tou X \Y
pou perièqei to shmeÐo x.

Epeid  o X, wc dendrÐthc, eÐnai topik� sunektikìc, apì to Je¸rhma 2.3.1, sunep�ge-
tai ìti to sÔnolo V eÐnai anoiktì stoX. Epomènwc, apì to Je¸rhma 2.6.4, o upìqwroc
V eÐnai kat� tìxo sunektikìc. 'Ara, gia k�je a ∈ V \ {x} eÐte a ∈ xx̃, eÐte x ∈ ax̃.
'Ara, r(x) = r(a). Sunep¸c, r(V ) = {r(x)} ⊆ U , dhlad  h r eÐnai suneq c sto x.

'Estw ìti x ∈ Y \ Int(Y ) kai U∗ eÐnai anoiktì uposÔnolo tou X tètoio ¸ste
U = U∗ ∩ Y . Epeid  o X eÐnai topik� sunektikìc kai x = r(x) ∈ U∗, up�rqei anoiktì
kai sunektikì uposÔnolo W tou X tètoio ¸ste x ∈ W ⊆ U∗. ArkeÐ na deÐxoume ìti
r(W ) ⊂ W , opìte

r(W ) ⊂ W ∩ Y ⊆ U∗ ∩ Y ⊆ U,

dhlad  h apeikìnish r eÐnai suneq c sto x.
Pr�gmati, an a ∈ W ∩ Y , tìte r(a) = a ∈ W . 'Estw ìti a ∈ W \ Y . Epeid 

x ∈ Cl(Y ) kai x ∈ W , èpetai ìti W ∩ Y 6= ∅. 'Estw ìti y ∈ W ∩ Y . Apì to Je¸rhma
2.6.4, o upìqwroc W eÐnai kat� tìxo sunektikìc. 'Ara, r(a) ∈ ay ⊆ W .

Orismìc 4.1.4. 'Estw ìti X kai Y eÐnai topologikoÐ q¸roi. Mia suneq c kai epÐ
apeikìnish f : X → Y kaleÐtai monìtonh an gia k�je y ∈ Y to sÔnolo f−1(y) eÐnai
sunektikì.

Orismìc 4.1.5. 'Enac upìqwroc Y enìc topologikoÔ q¸rou X kaleÐtai monìtono
surrÐknwma tou X an up�rqei monìtonh apeikìnish µ : X → Y tètoia ¸ste µ(y) = y
gia k�je y ∈ Y .
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Je¸rhma 4.1.6. K�je uposuneqèc enìc dendrÐth eÐnai monìtono surrÐknwm� tou.

Apìdeixh. 'Estw ìti Y eÐnai uposuneqèc enìc dendrÐth D.
Apì to Je¸rhma 4.1.3 h apeikìnish arqikoÔ shmeÐou r : D → Y eÐnai suneq c.

EpÐshc r(y) = y gia k�je y ∈ Y . ArkeÐ na apodeÐxoume ìti h r eÐnai monìtonh.
'Estw y ∈ Y . Epeid  o periorismìc thc r sto Y eÐnai tautotik  apeikìnish, èqoume

ìti r−1(y)∩Y = {y}. 'Ara, r−1(y) eÐnai sunektikì sÔnolo sthn perÐptwsh pou r−1(y)∩
(D \ Y ) = ∅.

Ac upojèsoume ìti r−1(y)∩ (D \Y ) 6= ∅. Tìte, apì to Je¸rhma 4.1.1, gia opoiad -
pote p, q ∈ r−1(y) ∩ (D \ Y ) to shmeÐo y an kei se opoiod pote tìxo apì to p se
opoiod pote shmeÐo tou Y kai se opoiod pote tìxo apì to q se opoiod pote shmeÐo
tou Y . 'Ara, py ⊆ r−1(y) kai qy ⊆ r−1(y). H ènwsh tìxwn py ∪ qy perièqei tìxo pq
me �kra p kai q. Profan¸c pq ⊆ r−1(y). Sunep¸c to sÔnolo r−1(y) eÐnai kat� tìxo
sunektikì, �ra to sÔnolo r−1(y) eÐnai sunektikì.

4.2 Dèndra

Orismìc 4.2.1. 'Ena gr�fhma G kaleÐtai dèndro an to G den perièqei aplèc kleistèc
kampÔlec.

Prìtash 4.2.2. K�je dèndro eÐnai dendrÐthc.

Apìdeixh. 'Estw T èna dèndro. Tìte to T den perièqei aplèc kleistèc kampÔlec. ArkeÐ
na deÐxoume ìti o q¸roc T eÐnai topik� sunektikìc.

Apì ton orismì tou dèndrou, o q¸roc T eÐnai suneqèc pou mporeÐ na grafeÐ wc
ènwsh peperasmènou pl jouc tìxwn, opoiad pote dÔo apì ta opoÐa   den tèmnontai  
tèmnontai mìno se èna apì ta �kra touc. 'Ara, se k�je shmeÐo x ∈ T up�rqei topik 
b�sh apoteloÔmenh apì anoikt� sÔnola me peperasmèna sÔnora. Epomènwc o q¸roc T
eÐnai kanonikìc. Apì to Je¸rhma 2.9.2 o T eÐnai topik� sunektikìc.

Je¸rhma 4.2.2. Gia k�je dèndro T up�rqei peperasmènh oikogèneia dèndrwn {Ti}ni=1,
tètoia ¸ste

(i) T1 = {p1}, ìpou p1 telikì shmeÐo tou T ,

(ii) gia k�je i > 1 up�rqei tìxo Ai tètoio ¸ste Ti = Ti−1 ∪ Ai kai Ti−1 ∩ Ai eÐnai
telikì shmeÐo tou Ai,

(iii) T = Tn.

Apìdeixh. 'Estw p1q1, ..., pnqn eÐnai tìxa tètoia ¸ste T = p1q1∪ ...∪pnqn kai opoiad -
pote dÔo apì ta opoÐa   den tèmnontai   tèmnontai mìno se èna apì ta �kra touc. An
T eÐnai èna tìxo p1q1, tìte jètoume T1 = {p} kai T = T2 = p1q1.

Ac upojèsoume ìti to T den eÐnai tìxo, tìte n ≥ 3.
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Gia n = 3, èqoume T = p1q1 ∪ p2q2 ∪ p3q3. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac mporoÔme
na upojèsoume ìti q1 = q2 = q3. Jètoume

T1 = {p1}, T2 = p1q1 ∪ p2q2, T3 = p1q1 ∪ p2q2 ∪ p3q3.

Ac upojèsoume ìti n0 > 3 kai to Je¸rhma isqÔei gia n = n0 − 1. Tìte T = (p1q1 ∪
... ∪ pn−1qn−1) ∪ pnqn = Tn−1 ∪ pnqn, ìpou pnqn ∩ Tn−1 eÐnai telikì shmeÐo tou pnqn.
Jètoume T = Tn.

4.3 DendrÐthc wc ìrio akoloujÐac dèndrwn

Orismìc 4.3.1. 'EstwX ènac metrikìc q¸roc kai {Yi}∞i=1 mia akoloujÐa uposunìlwn
tou X. OrÐzoume to �nw ìrio limYi kai to k�tw ìrio limYi thc {Yi}∞i=1 wc ex c:

lim Yi = {x ∈ X : ∀ε > 0,∃i0, ètsi ¸ste S(x, ε) ∩ Yi 6= ∅,∀i ≥ i0}

lim Yi = {x ∈ X : ∀ε > 0, S(x, ε) ∩ Yi 6= ∅, gia �peiro pl joc i}

Apì ton orismì twn sunìlwn lim Yi kai lim Yi èqoume: lim Yi ⊆ lim Yi.

An lim Yi ⊆ lim Yi tìte to sÔnolo Y = limYi = limYi kaleÐtai ìrio thc akoloujÐac
{Yi}∞i=1. Gr�foume tìte

limYi = Y.

Je¸rhma 4.3.2. 'Estw D ènac dendrÐthc. An D den eÐnai dèndro, tìte up�rqei
akoloujÐa dèndrwn {Tn}∞n=0 tou D pou èqei tic akìloujec idiìthtec:

(i) T0 = {p0} kai gia k�je n > 0 up�rqei tìxo An tètoio ¸ste Tn = Tn−1 ∪ An kai
Tn−1 ∩ An = {pn}, ìpou pn eÐnai telikì shmeÐo tou An,

(ii) limTn = D,

(iii) h akoloujÐa apeikonÐsewn arqikoÔ shmeÐou rn : D → Tn sugklÐnei omoiìmorfa
sthn tautotik  apeikìnish τ : D → D.

Apìdeixh. JewroÔme èna arijm simo pantoÔ puknì uposÔnolo {di}∞i=0 tou D.
(i) Jètoume p0 = d0 kai T0 = {p0}. 'Estw ìti gia n > 1 èqoun oristeÐ ta dèndra

T1 ⊂ ... ⊂ Tn−1. Epeid  apì thn upìjesh, oD den eÐnai dèndro, (D\Tn−1)∩{di}∞i=0 6= ∅.
'Estw

in = min{i : di 6∈ Tn−1}
kai rn−1 : X → Tn−1 eÐnai h apeikìnish arqikoÔ shmeÐou. Jètoume pn = rn−1(din).
Profan¸c to tìxo An tou D me �kra ta shmeÐa pn kai din tèmnei to Tn−1 sto shmeÐo
pn. OrÐzoume Tn = Tn−1 ∪ An.
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(ii) Jètoume Di = {d0, ..., di}. Apì thn epilog  tou in+1 èpetai ìti n + 1 ≤ in+1.
Epomènwc, Dn ⊆ Tn gia k�je n. 'Ara, lim Dn ⊆ lim Tn.

K�je d ∈ D eÐnai ìrio miac upakoloujÐac {dik}∞k=1 thc {di}∞i=0, �ra d ∈ limDik .
Epeid  Di ⊂ Di+1 gia k�je i, èpetai ìti limDik ⊆ lim Di. Sunep¸c

D ⊆ lim Di ⊆ lim Tn ⊆ lim Tn ⊆ D.

'Ara, limTn = D.

(iii) 'Estw ε > 0. Epeid  o D eÐnai topik� sunektikìc gia k�je x ∈ D up�rqei
anoiktì kai sunektikì sÔnolo Ux, tètoio ¸ste x ∈ Ux ⊆ S(x, ε

2
).

'Estw δ > 0 arijmìc tou Lebesque gia to k�lumma {Ux}x∈D tou D, dhlad  an
p, q ∈ D kai d(p, q) < δ, tìte p, q ∈ Ux gia k�poio x ∈ D. Epeid  k�je anoiktì kai
sunektikì uposÔnolo tou D eÐnai kat� tìxo sunektikì, up�rqei tìxo A(p, q) ⊆ Ux me
�kra p kai q. Profan¸c diam(A(p, q)) < δ.

Epeid  o D eÐnai sumpag c,

D = S(x1,
δ

2
) ∪ ... ∪ S(xk,

δ

2
).

Apì thn idiìthta (ii), x1, ..., xk ∈ limTn. Epomènwc up�rqei n0 tètoioc ¸ste gia k�je
n ≥ n0 kai gia k�je j = 1, ..., k isqÔei S(xj,

δ
2
) ∩ Tn 6= ∅.

'Estw ìti x ∈ D kai n ≥ n0. Tìte x ∈ S(xj,
δ
2
) gia k�poio j. Epomènwc d(x, y) < δ

gia k�poio y ∈ Tn. 'Ara, up�rqei tìxo A(x, y) me �kra x kai y me diam(A(x, y)) < ε.
Apì ton orismì thc apeikìnishc arqikoÔ shmeÐou sunep�getai ìti to tìxo A(x, rn(x))
me �kra x kai rn(x) perièqetai sto A(x, y). Epomènwc

diam(A(x, rn(x))) ≤ diam(A(x, y)) < ε.

Apì ta parap�nw

d(x, rn(x)) < ε, ∀x ∈ D, ∀n ≥ n0,

dhlad  h akoloujÐa apeikonÐsewn arqikoÔ shmeÐou rn : D → Tn sugklÐnei omoiìmorfa
sthn tautotik  apeikìnish τ : D → D.
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4.4 Anapar�stash enìc dendrÐth me thn bo jeia twn tìxwn

L mma 4.4.1. K�je pantoÔ puknì sunektikì uposÔnolo enìc sunektikoÔ q¸rou X
perièqei ìla ta shmeÐa di�spashc tou X.

Apìdeixh. Ac upojèsoume ìti A eÐnai èna pantoÔ puknì sunektikì uposÔnolo enìc
suneqoÔc X kai ìti èna shmeÐo di�spashc x tou X den an kei sto A. Tìte up�rqoun
anoikt� mh ken� uposÔnola U kai V tou X tètoia ¸ste

X \ {x} = U ∪ V, U ∩ V = ∅.

Epeid  to sÔnolo A eÐnai sunektikì, A ⊆ U   A ⊆ V . Epomènwc   A ∩ V = ∅  
A ∩ U = ∅. 'Ara, A den eÐnai pantoÔ puknì sto X, pou eÐnai �topo.

Je¸rhma 4.4.2. Se k�je mh tetrimmèno dendrÐth D up�rqei mia akoloujÐa tìxwn
{An}∞n=1 tètoia ¸ste

(a) D = D[1] ∪

(
∞⋃

n=1

An

)
,

(b) An+1 ∩ (A1 ∪ ... ∪ An) = {pn+1}, ìpou pn+1 eÐnai �kro tou tìxou An+1 gia k�je n,

(c) lim
n→∞

(diam(An)) = 0

Apìdeixh. Apì to Je¸rhma 4.3.2, D = limTn, ìpou {Tn}∞i=1 eÐnai akoloujÐa dèndrwn
tou D.

(a) Epeid  k�je Tn eÐnai sunektikì kai Tn ⊆ Tn+1, to sÔnolo
∞⋃

n=1

Tn eÐnai sunektikì.

Epeid  D = limTn, to sÔnolo
∞⋃

n=1

Tn eÐnai pantoÔ puknì sto D. Apì to L mma 4.4.1,

to sÔnolo
∞⋃

n=1

An =
∞⋃

n=1

Tn perièqei ìla ta shmeÐa di�spashc tou D. Apì to Je¸rhma

3.2.12 k�je shmeÐo tou D eÐte eÐnai shmeÐo di�spashc, eÐte eÐnai telikì shmeÐo. 'Ara,

D \
∞⋃

n=1

An ⊆ D[1], pou apodeiknÔei thn (a).

(b) Apì th idiìthta (i) tou Jewr matoc 4.3.2 èqoume: Tn+1 = A1 ∪ ... ∪ An ∪ An+1

kai An+1∩ (A1 ∪ ... ∪ An) = {pn+1}, ìpou pn+1 eÐnai telikì shmeÐo tou tìxou An+1 gia
k�je n.

(c) 'Estw ε > 0. Apì thn idiìthta (iii) tou Jewr matoc 4.3.2 up�rqei n0 tètoio ¸ste

d(x, rn(x)) <
ε

2
, ∀n > n0, ∀x ∈ D.
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An x, y ∈ An+1, tìte rn(x) = rn(y) = pn+1. Epomènwc

d(x, y) ≤ d(x, pn+1) + d(pn+1, y) = d(x, rn(x)) + d(y, rn(y)) < ε.

Sunep¸c diam(An+1) < ε gia k�je n > n0, pou apodeiknÔei thn idiìthta (c).

4.5 Idiìthta stajeroÔ shmeÐou twn dendrit¸n

L mma 4.5.1. 'Estw X sumpag c metrikìc q¸roc.
An up�rqei akoloujÐa suneq¸n sunart sewn fi : X → X, i = 1, 2, ..., tètoia ¸ste

(i) o upìqwroc fi(X) èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐo gia k�je i kai

(ii) gia k�je ε > 0 up�rqei iε tètoio ¸ste d(fiε(x), x) < ε gia k�je x ∈ X,

tìte o X èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou.

Apìdeixh. Ac upojèsoume ìti, antÐjeta, o X den èqei thn idiìthta tou stajeroÔ
shmeÐou. Tìte up�rqei suneq c apeikìnish f : X → X me f(x) 6= x gia k�je x ∈ X.

Gia k�je x ∈ X up�rqoun anoikt� sÔnola Vx kai Vf(x) tètoia ¸ste

x ∈ Vx, f(x) ∈ Vf(x) kai Vx ∩ Vf(x) = ∅

Apì thn sunèqeia thc f prokÔptei ìti up�rqei anoikt  perioq  Ox tou x tètoia ¸ste
f(Ox) ⊆ Vf(x).

Jètoume Ux = Ox ∩ Vx. Tìte

Ux ⊆ Vx kai f(Ux) ⊆ Vf(x).

'Ara, f(Ux) ∩ Ux = ∅. Gia to anoiktì k�lumma {Ux}x∈X tou sumpagoÔc X up�rqei
peperasmèno upok�lumma U = {U1, ..., Un}. Profan¸c f(Ui) ∩ Ui = ∅ gia k�je i =
1, ..., n.

Epeid  oX eÐnai sumpag c gia to anoiktì k�lumma U up�rqei arijmìc ε > 0 (arijmìc
tou Lebesque) tètoioc ¸ste to anoiktì k�lumma {B(x, ε)}x∈X eÐnai eggegrammèno sto
U, dhlad  gia k�je x ∈ X up�rqei Ui tètoio ¸ste B(x, ε) ⊆ Ui.

Epeid  oi apeikonÐseic f : X → X kai fiε : X → X eÐnai suneqeÐc, h apeikìnish

fiε ◦ f |fiε(X)
: fiε(X)→ fiε(X),

ìpou f |fiε(X)
eÐnai o periorismìc thc f sto fiε(X), eÐnai suneq c. Apì thn sunj kh

(i) tou Jewr matoc èpetai ìti up�rqei z ∈ fiε(X) gia to opoÐo fiε(f(z)) = z.
Apì thn sunj kh (ii) tou Jewr matoc

d(fiε(f(z)), f(z)) < ε.
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Epomènwc d(z, f(z)) < ε. 'Ara, f(z) ∈ B(z, ε).
'Estw ìti Ui eÐnai ekeÐno to stoiqeÐo tou kalÔmmatoc U gia to opoÐo B(z, ε) ⊆ Ui.

Tìte z, f(z) ∈ Ui. Sunep¸c f(z) ∈ f(Ui) ∩ Ui, pou eÐnai �topo.
'Ara, o X èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou.

Je¸rhma 4.5.2. An X eÐnai èna suneqèc kai up�rqei mia akoloujÐa {fi}∞i=1 suneq¸n
apeikonÐsewn apì to X sto X pou sugklÐnei omoiìmorfa sthn tautotik  apeikìnish

τX : X → X

ètsi ¸ste gia k�je i to suneqèc fi(X) èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou, tìte
kai to suneqèc X èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou.

Apìdeixh. Apì thn omoiìmorfh sÔgklish thc akoloujÐac sunart sewn {fi}∞i=1 sthn
tautotik  apeikìnish τX , èpetai ìti gia k�je ε > 0 up�rqei i0 tètoio ¸ste gia k�je
i ≥ i0 kai gia k�je x ∈ X isqÔei

d(fi(x), x) = d(fi(x), τX(x)) < ε.

Epeid  gia k�je i to suneqèc fi(X) èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou, apì to
L mma 4.5.1 prokÔptei ìti to suneqèc X èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou.

Je¸rhma 4.5.3. An X kai Y eÐnai suneq  to kajèna apì ta opoÐa èqei thn idiìthta
tou stajeroÔ shmeÐou kai X ∩ Y = {p}, tìte to suneqèc X ∪ Y èqei thn idiìthta tou
stajeroÔ shmeÐou.

Apìdeixh. 'Estw f : X ∪ Y → X ∪ Y mia suneq c apeikìnish. QwrÐc periorismì thc
genikìthtac mporoÔme na upojèsoume ìti f(p) ∈ X. OrÐzoume

g : X ∪ Y → X

jètontac

g(x) =

{
x, an x ∈ X,
p, an x ∈ Y.

H apeikìnish g eÐnai suneq c. 'Ara, kai h apeikìnish g ◦f |X : X → X eÐnai suneq c.
Epeid  o X èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou, up�rqei q ∈ X gia to opoÐo
g(f(q)) = q.

Ac upojèsoume ìti f(q) 6∈ X, tìte f(q) ∈ Y \ {p}. Opìte, apì ton orismì thc g,
paÐrnoume ìti q = g(f(q)) = p, �ra f(p) = f(q) ∈ X, pou eÐnai �topo.

Epomènwc f(q) ∈ X. Opìte, apì ton orismì thc g, paÐrnoume ìti

q = g(f(q)) = f(q).

'Ara, q eÐnai stajerì shmeÐo thc f .
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Je¸rhma 4.5.4. K�je dèndro èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou.

Apìdeixh. EÐnai gnwstì ìti k�je tìxo èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou. 'Epeid 
k�je dèndro eÐnai ènwsh peperasmènou pl jouc tìxwn, ta opoÐa an� dÔo eÐte den tèm-
nontai, eÐte tèmnontai se èna koinì touc �kro, to Je¸rhma prokÔptei apì ta Jewr mata
4.2.2 kai 4.5.3.

Je¸rhma 4.5.5. K�je dendrÐthc èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou.

Apìdeixh. Apì to Je¸rhma 4.3.2 sunep�getai ìti gia k�je dendrÐth D up�rqei mia
akoloujÐa {ri}∞i=1 suneq¸n apeikonÐsewn apì to D sto D pou sugklÐnei omoiìmorfa
sthn tautotik  apeikìnish τD : D → D ètsi ¸ste gia k�je i to suneqèc ri(D) eÐnai
dèndro. 'Ara, apì to Je¸rhma 4.5.4 k�je ri(D) èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou.
Sunep¸c, apì to Je¸rhma 4.5.2, to suneqèc D èqei thn idiìthta tou stajeroÔ shmeÐou.
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Kef�laio 5

Kajolikìc dendrÐthc

5.1 AntÐstrofec akoloujÐec kai antÐstrofa ìria

Mia dipl  akoloujÐa {Xi, fi}∞i=1 topologik¸n q¸rwn Xi kai suneq¸n sunart sewn

fi : Xi+1 → Xi, i = 1, 2, ...

kaleÐtai antÐstrofh akoloujÐa .

K�je sun�rthsh fi onom�zetai sundetik  apeikìnish (bonding map).

Mia antÐstrofh akoloujÐa {Xi, fi}∞i=1 gr�fetai kai wc ex c:

X1
f1←−X2

f2←−X3
f4←−· · · fi−1←−Xi

fi←−Xi+1
fi+1←− · · ·

To antÐstrofo ìrio lim
←−
{Xi, fi}∞i=1 miac antÐstrofhc akoloujÐac {Xi, fi}∞i=1 eÐnai

upoq¸roc tou kartesianoÔ ginomènou
∞∏
i=1

Xi pou orÐzetai wc ex c:

lim
←−
{Xi, fi}∞i=1 = {(xi)

∞
i=1 ∈

∞∏
i=1

Xi : fi(xi+1) = xi,∀i = 1, 2, ...}.

'Estw

πi : X∞ → Xi, i = 1, 2, ...

o periorismìc thc probolik c apeikìnishc
∞∏
i=1

Xi → Xi ston upìqwro X∞.

47
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5.1.1 Idiìthtec antÐstrofwn orÐwn

Prìtash 5.1.1. 'Estw ìti X∞ = lim
←−
{Xi, fi}∞i=1, ìpou Xi eÐnai metrikìc q¸roc gia

k�je i.
An A eÐnai sumpag c upìqwroc tou X∞, tìte {πi(A), fi

∣∣
πi+1(A)

}∞i=1 eÐnai antÐstrofh

akoloujÐa thc opoÐac k�je sundetik  apeikìnish fi

∣∣
πi+1(A)

: πi+1(A) → πi(A) eÐnai epÐ
kai

A = lim
←−
{πi(A), fi

∣∣
πi+1(A)

}∞i=1 =

(
∞∏
i=1

πi(A)

)
∩X∞.

Prìtash 5.1.2. ([3]) 'Estw ìti X∞ = lim
←−
{Xi, fi}∞i=1.

An A kai B eÐnai sumpag  uposÔnola tou X∞, tìte

A ∩B = lim
←−
{πi(A) ∩ πi(B), fi

∣∣
πi(A)∩πi(B)

}∞i=1.

Prìtash 5.1.2. An X∞ = lim
←−
{Xi, fi}∞i=1 ìpou k�je Xi eÐnai suneqèc, tìte o q¸roc

X∞ eÐnai èna suneqèc.

Prìtash 5.1.3. An X∞ = lim
←−
{Xi, fi}∞i=1 ìpou k�je Xi eÐnai suneqèc tou Peano kai

k�je fi eÐnai monìtonh apeikìnish, tìte o q¸roc X∞ eÐnai èna suneqèc tou Peano.

5.1.2 AntÐstrofec akoloujÐec dèndrit¸n.

Je¸rhma 5.1.4. K�je antÐstrofo ìrio X∞ = lim
←−
{Di, fi}∞i=1 twn dendrit¸n {Di}∞i=1

me monìtonec sundetikèc apeikonÐseic

fi : Di+1 → fi(Di+1) ⊆ Di, i = 1, 2, ....

eÐnai ènac dendrÐthc.

Apìdeixh. 'Estw X∞ = lim
←−
{Xi, fi}∞i=1. Apì thn Prìtash 5.1.2 o q¸roc X∞ eÐnai

kal� orismènoc.
SÔmfwna me to Je¸rhma 3.2.23: èna suneqèc tou Peano eÐnai dendrÐthc an kai mìnon

an eÐnai klhronomik� monosundedemèno.
Ja deÐxoume ìti to suneqèc X∞ eÐnai klhronomik� monosundedemèno.
'Estw A kai B duo uposuneq  tou X∞. ArkeÐ na deÐxoume ìti to sÔnolo A ∩ B

eÐnai sunektikì. Apì thn Prìtash 5.1.2 èpetai ìti

A ∩B = lim
←−
{πi(A) ∩ πi(B), fi

∣∣
πi(A)∩πi(B)

}∞i=1, (5.1)

ìpou πi : X∞ → Xi, i = 1, 2, ..., eÐnai probolikèc apeikonÐseic.
'Estw ìti A∩B 6= ∅. Tìte, epeid  k�je apeikìnish πi eÐnai suneq c, ta sÔnola πi(A)

kai πi(B) eÐnai mh ken� uposuneq  tou dendrÐth Di gia k�je i. Epeid  apì to Je¸rhma
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3.2.23 k�je dendrÐthc eÐnai klhronomik� monosundedemènoc, to sÔnolo πi(A) ∩ πi(B)
eÐnai suneqèc gia k�je i. Epomènwc, apì thn isìthta (5.1) kai thn Prìtash 5.1.2, o
upìqwroc A ∩B tou X∞ eÐnai suneqèc. 'Ara, to sÔnolo A ∩B eÐnai sunektikì.

Ja deÐxoume ìti X∞ eÐnai èna suneqèc tou Peano.
Apì thn Prìtash 5.1.1 sunep�getai ìti

X∞ = lim
←−
{πi(X∞), fi|πi+1(X∞)}∞i

Epeid  k�je dendrÐthc Xi+1 eÐnai klhronomik� monosundedemènoc, k�je fi|πi+1(X∞)
eÐnai mia monìtonh apeikìnish epÐ tou πi(X∞). 'Ara, apì thn Prìtash 5.1.3, o q¸roc
X∞ eÐnai suneqèc tou Peano.

5.2 DendrÐthc wc antÐstrofo ìrio dèndrwn.

L mma 5.2.1. ([8]) 'Estw ìti X eÐnai ènac sumpag c metrikìc q¸roc kai {Xi}∞i=1

eÐnai mia akoloujÐa sumpag¸n uposunìlwn tou X.
An gia k�je i = 1, 2, ..., up�rqoun suneqeÐc apeikonÐseic

πi : X → Xi kai fi : Xi+1 → Xi

tètoiec ¸ste fi ◦ πi+1 = πi kai h akoloujÐa {πi}∞i=1 suklÐnei omoiìmorfa sth stajer 
apeikìnish τX : X → X, tìte o X eÐnai omoiomorfikìc me to lim

←−
{Xi, fi}∞i=1.

T¸ra mporoÔme na apodeÐxoume to parak�tw shmantikì je¸rhma qrhsimopoi¸ntac
thn mèjodo prosèggishc twn dendrit¸n me dèndra apì mèsa.

Je¸rhma 5.2.2. 'Estw ìtiD eÐnai ènac dendrÐthc kai {Tn}∞n=0 mia akoloujÐa dèndrwn
tou D pou èqei tic akìloujec idiìthtec:

(i) T0 = {p0} kai gia k�je n > 0 up�rqei tìxo An tètoio ¸ste Tn = Tn−1 ∪ An kai
Tn−1 ∩ An = {pn}, ìpou pn eÐnai telikì shmeÐo tou An,

(ii) limTn = D,

(iii) h akoloujÐa apeikonÐsewn arqikoÔ shmeÐou rn : D → Tn sugklÐnei omoiìmorfa
sthn tautotik  apeikìnish τ : D → D.

Tìte o D eÐnai omoiomorfikìc me to lim
←−
{Tn, rn}∞n=1.

Apìdeixh. JewroÔme tic apeikonÐseic arqikoÔ shmeÐou rn : D → Tn.
Gia k�je n orÐzoume

fn = rn

∣∣
Tn+1

: Tn+1 → Tn.
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ParathroÔme ìti k�je stoiqeÐo thc akoloujÐac {Tn}∞n=0 eÐnai sumpagèc uposÔnolo tou
D. SÔmfwna me to L mma 5.2.1, arkeÐ na deÐxoume ìti fn ◦ rn+1 = rn gia k�je n.
Dhlad  ìti fn(rn+1(x)) = rn(x) gia k�je n kai gia k�je x ∈ D.

'Estw x ∈ D. An x ∈ Tn+1, tìte, apì ton orismì thc apeikìnishc arqikoÔ shmeÐou,
rn+1(x) = x. Epomènwc

fn(rn+1(x)) = fn(x) = rn(x) gia k�je x ∈ Tn+1

An x ∈ D \Tn+1, tìte rn+1(x) eÐnai to monadikì shmeÐo tou Tn+1 to opoÐo an kei se
k�je tìxo tou D apì to shmeÐo x se opoiod pote shmeÐo tou Tn+1. Epeid  Tn ⊆ Tn+1,
to shmeÐo rn+1(x) eÐnai to monadikì shmeÐo tou Tn+1 to opoÐo an kei se k�je tìxo tou
D apì to shmeÐo x se opoiod pote shmeÐo tou Tn.

An rn+1(x) ∈ Tn, tìte rn+1(x) = rn(x). 'Ara,

fn(rn+1(x)) = fn(rn(x)) = rn(rn(x)) = rn(x).

An rn+1(x) ∈ Tn+1 \ Tn, tìte rn+1(x) ∈ xpn+1 kai rn(rn+1(x)) = pn+1. An rn(x) ∈
Tn \ {pn+1}, tìte o dendrÐthc D perièqei apl  kleist  kampÔlh. Sunep¸c

fn(rn+1(x)) = rn(rn+1(x)) = pn+1 = rn(x)

5.3 Kataskeu  tou kajolikoÔ dendrÐth Dω

'Estw r èna shmeÐo tou epipèdou.
SumbolÐzoume me Si(r), i = 1, 2, ..., thn ènwsh twn eujugr�mmwn tmhm�twn rej,

j = 1, 2, ..., tètoiwn ¸ste:

(a)
⋂∞

j=1 rej = {r} kai

(b) diam(rej) = 4−(i+j−1).

Profan¸c Si(r) =
⋃∞

j=1 rej eÐnai ènac topik� sunektikìc dendrÐthc, epiplèon

1. diam(Si(r)) ≤ 4−(i+1) (epeid  Si(r) ⊆ S[r, 1
4i ] ⊆ S(r, 2

4i )),

2. Si(r) èqei mìno èna shmeÐo diakl�dwshc r, to opoÐo eÐnai t�xhc ω,

3. to sÔnolo twn telik¸n shmeÐwn {e1, e2, ...} tou Si(r) eÐnai arijm simo.

KaloÔme to sÔnolo Si(r) �stro (  i-�stro) me koruf  r.
T¸ra kataskeu�zoume epagwgik� mia akoloujÐa dendrit¸n Di me shmeÐa diakl�dw-

shc thc t�xhc ω, ètsi ¸ste:

D1 ⊂ D2 ⊂ · · · ⊂ Di ⊂ Di+1 ⊂ · · ·
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Sq ma 5.1: DendrÐthc D2.

O upì kataskeu  dendrÐthc Dω ja oristeÐ wc to perÐblhma thc ènws c touc.
'Estw ìti D1 = S1(r) eÐnai to 1-�stro me koruf  r.

'Eqoume ìti S1(r) =
∞⋃

m=1

rem

SumbolÐzoume me rm to mèso tou eujÔgrammou tm matoc rem.
'Estw ìti {S2(rm)}∞m=1 mia oikogèneia 2-�strwn me korufèc ta shmeÐa rm tètoia

¸ste

(m) S2(rm) ∩ S2(rk) = ∅ an m 6= k.

(ii) S2(rm) ∩D1 = {rm} gia k�je m.

OrÐzoume

D2 = D1 ∪

(
∞⋃

m=1

S2(rm)

)
.

Mia eikìna tou D2 eÐnai sto Sq ma ??.
OrÐzoume D3 me an�logo trìpo, epikoll¸ntac apì èna 3-astèri sto mèso tou k�je

eujÔgrammou tm matoc xy tou dèndrou D2, me x, y ∈ E(D2) ∪R(D2)).
Upojètoume t¸ra ìti o dendrÐthc Di èqei oristeÐ wc ènwsh arijm simou pl jouc

eujÔgrammwn tmhm�twn xiym tètoiwn ¸ste

E(Di) ∪R(Di) = {xm}∞m=1 ∪ {ym}∞m=1

O(Di) =
∞⋃

m=1

xmym \ {xmym}

SumbolÐzoume me rm to mèso tou eujÔgrammou tm matoc xmym.
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'Estw ìti {Si(rm)}∞m=1 mia oikogèneia i-�strwn me korufèc ta shmeÐa rm tètoia
¸ste

(i) Si(rm1) ∩ Si(rm2) = ∅ an m1 6= m2.

(ii) Si(rm) ∩Di = {rm} gia k�je m.

OrÐzoume

Di+1 = Di ∪

(
∞⋃

m=1

Si(rm)

)
.

Gia k�je i orÐzoume apeikìnish gi : Di+1 → Di wc ex c:

gi(x) =

{
x, an x ∈ Di,
rm, an x ∈ Si(rm).

ParathroÔme ìti k�je gi sumpÐptei me thn apeikìnish arqikoÔ shmeÐou apì to Di+1 epÐ
tou Di. Epomènwc k�je gi eÐnai monìtonh. 'Ara, apì to Je¸rhma 5.1.3, to antÐstrofo
ìrio D∞ = lim

←−
{Di, gi}∞i=1 eÐnai ènac dendrÐthc.

OrÐzoume

Dω = Cl

(
∞⋃
i=1

Di

)
.

Apì ton orismì thc akoloujÐac dendrit¸n {Di}∞i=1 kai thc akoloujÐac twn apeikonÐsewn
{gi}∞i=1 sunep�getai ìti h antÐstrofh akoloujÐa {Di, gi}∞i=1 ikanopoieÐ thc sunj kec
tou Jewr matoc 5.4.2. 'Ara, o upìqwroc Dω tou epipèdou eÐnai omoiomorfikìc me ton
dendrÐth D∞.

Ja deÐxoume ìti k�je shmeÐo diakl�dwshc tou dendrÐth Dω eÐnai thc t�xhc ω.

'Estw x ∈ Dω \
∞⋃
i=1

Di. Tìte

∞⋃
i=1

Di ⊆ Cl

(
∞⋃
i=1

Di

)
\ {x} = Dω \ {x} ⊆ Cl

(
∞⋃
i=1

Di

)
(5.2)

Epeid  to sÔnolo
∞⋃
i=1

Di eÐnai sunektikì, apì tic sqèseic (5.2) prokÔptei ìti to sÔnolo

Dω \ {x} eÐnai sunektikì. Epomènwc to shmeÐo x den eÐnai shmeÐo di�spashc tou Dω.
'Ara, apì to Je¸rhma 3.2.12, x ∈ E(X).

Sunep¸c Dω \
∞⋃
i=1

Di ⊆ E(X). Epomènwc ta shmeÐa diakl�dwshc tou dendrÐth Dω

an koun sto sÔnolo
∞⋃
i=1

Di. Apì ton orismì twn dendrit¸n Di èqoume ìti k�je shmeÐo

diakl�dwshc tou Dω eÐnai thc t�xhc ω.
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5.4 Apìdeixh thc kajolikìthtac tou Dω

Ta Jewr mata 5.4.1 kai 5.4.2 pou akoloujoÔn ja qrhsimopoihjoÔn sthn apìdeixh
thc kajolikìthtac tou Dω.

Je¸rhma 5.4.1. ([7], sel.139) 'Estw {Xn, fn}∞n=1 kai {Yn, gn}∞n=1 duo antÐstrofec
akoloujÐec kai gia k�je n = 1, 2, ..., èqei oristeÐ omoiomorfismoc hn : Xn → Yn ètsi
¸ste

hn ◦ fn = gn ◦ hn+1.

An X∞ = lim
←−
{Xn, fn}∞n=1 kai Y∞ = lim

←−
{Yn, gn}∞n=1, tìte h apeikìnish

h∞ : X∞ → Y∞,

gia thn opoÐa h∞ ({xn}∞n=1) = {hn(xn)}∞n=1, eÐnai omoiomorfismìc.

To Je¸rhma 5.4.1 apeikonÐzetai sto di�gramma pou akoloujeÐ:

X1
�

f1

X2
�
f2

· · · �
fn−1

Xn
�
fn

Xn+1
�
fn+1

· · · X∞

Y1
�

g1

Y2
�
g2

· · · �
gn−1

Yn
�
gn

Yn+1
�
gn+1

· · · Y∞
? ? ? ? ?

h1 h2 hn hn+1 h∞

Je¸rhma 5.4.2. ([1]) 'Estw ìti (S, d) eÐnai sumpag c metrikìc q¸roc kai {Sn, gn}∞n=1

eÐnai antÐstrofh akoloujÐa, ìpou {Sn}∞n=1 eÐnai mia oikogèneia mh ken¸n kai kleist¸n
uposunìlwn tou S, tètoia ¸ste

S1 ⊆ S2 ⊆ · · · ⊆ Sn ⊆ Sn+1 ⊆ . . .

'Estw

gn,m = gn ◦ · · · ◦ gm−1 : Sm → Sn, gia m > n+ 1 kai gn,n+1 = gn

An

(i) gia k�je ε > 0 up�rqei n tètoio ¸ste diam(
⋃

m>n

g−1
n,m(s)) < ε gia k�je s ∈ Sn

(ii) gia k�je n kai gia k�je δ > 0 up�rqei ε > 0 tètoio ¸ste

m > n kai p, q ∈ Xm me d(gn,m(p), gn,m(q)) > δ =⇒ d(p, q) > ε,

tìte to lim
←−
{Sn, gn}∞n=1 eÐnai omoiomorfikì me ton upoq¸ro Cl(

∞⋃
n=1

Sn) tou S.
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L mma 5.4.3. Gia opoiad pote arijm sima pukn� uposÔnola A kai B tou diast matoc
(0, 1) up�rqei omoiomorfismìc h : [0, 1]→ [0, 1] tètoioc ¸ste

h(0) = 0, h(1) = 1 kai h(A) = B.

Apìdeixh. 'Estw A = {a1, a2, ...} kai B = {b1, b2, ...}.
Ja anarijm soume ta sÔnola A kai B ètsi ¸ste:

A = {a′1, a′2, ...}, B = {b′1, b′2, ...}

a′i < a′j ⇐⇒ b′i < b′j (5.3)

Jètoume a′1 = a1, b′1 = b1 kai b′2 = b2.
QwrÐc bl�bh thc genikìthtac mporoÔme na upojèsoume ìti b′1 < b′2. Epeid  A eÐnai

puknì sto (0, 1), èpetai ìti A∩(a′1, 1) 6= ∅. 'Estw a′2 to pr¸to stoiqeÐo thc akoloujÐac
{a1, a2, ...} pou an kei sto sÔnolo A ∩ (a′1, 1). 'Eqoume tìte: a′1 < a′2 kai b′1 < b′2.

Ac upojèsoume ìti èqoun oristeÐ oi arijmoÐ a′1, a
′
2, . . . , a

′
2n ∈ A kai b′1, b

′
2, . . . , b

′
2n ∈

B ètsi ¸ste oi sunj kec (5.3) na ikanopoioÔntai gia opoiad pote i, j ∈ {1, ..., 2n}.
OrÐzoume

b′2n+1 = min{b : b ∈ B \ {b′1, b′2, . . . , b′2n}
'Estw ìti a′2n+1 eÐnai to pr¸to stoiqeÐo thc akoloujÐac {a1, a2, ...} tètoio ¸ste a′2n+1

den an kei sto sÔnolo {a′1, a′2, . . . , a′2n} kai oi sunj kec (5.3) na ikanopoioÔntai gia
opoiad pote i, j ∈ {1, ..., 2n + 1}. H Ôparxh tou a′2n+1 prokÔptei apì to dedomèno ìti
A eÐnai puknì sto (0, 1).

OrÐzoume thn apeikìnish h : [0, 1]→ [0, 1] wc ex c:

x ∈ [0, 1] =⇒ h(x) = inf{h(a′n) : a′n ≥ x}.

Profan¸c h h eÐnai èna proc èna. Epeid  to B eÐnai puknì sto (0, 1) h h eÐnai epÐ. Gia
opoiad pote akoloujÐa {x1, x2, ...} ⊂ [0, 1] isqÔei lim

i→∞
h(xi) = h( lim

i→∞
xi). Epomènwc h

h eÐnai suneq c. Epeid  to [0, 1] eÐnai sumpagèc h h eÐnai omoiomorfismìc.

L mma 5.4.4. 'Estw ìti J1 = p1q1 kai J2 = p2q2 eÐnai dÔo tìxa kai B1 kai B2 eÐnai
arijm sima pukn� uposÔnola tou J1 kai J2, antÐstoiqa.

Tìte up�rqei ènac omoiomorfismìc h : J1 → J2 tètoioc ¸ste

h(B1) = B2, h(p1) = p2, h(q1) = q2

Apìdeixh. JewroÔme touc omoiomorfismoÔc h1 : J1 → [0, 1] kai h2 : J2 → [0, 1],
tètoiouc ¸ste h1(p1) = 0, h2(p2) = 0, h1(q1) = 1, h2(q2) = 1.

Ta sÔnola h1(B1) kai h2(B2) eÐnai arijm sima kai pukn� sto [0, 1]. Epomènwc, apì to
L mma 5.4.3, up�rqei omoiomorfismìc g : [0, 1]→ [0, 1] tètoioc ¸ste g(0) = 0, g(1) = 1
kai g(h1(B1)) = h2(B2).

H apeikìnish h = h−1
2 ◦ g ◦ h1 eÐnai o zhtoÔmenoc omoiomorfismìc.
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Je¸rhma 5.4.5. O dendrÐthc Dω eÐnai kajolikìc sthn oikogèneia ìlwn twn den-
drit¸n.

Apìdeixh. 'Estw D ènac dendrÐthc.
Apì to Je¸rhma 4.3.2 up�rqei akoloujÐa dèndrwn {Tn}∞n=0 tou D pou èqei tic

akìloujec idiìthtec:

(i) T0 = {p0} kai gia k�je n > 0 up�rqei tìxo An tètoio ¸ste Tn = Tn−1 ∪ An kai
Tn−1 ∩ An = {pn−1}, ìpou pn−1 eÐnai telikì shmeÐo tou An,

(ii) limTn = D,

(iii) h akoloujÐa apeikonÐsewn arqikoÔ shmeÐou rn : D → Tn sugklÐnei omoiìmorfa
sthn tautotik  apeikìnish τ : D → D.

Apì to Je¸rhma 5.2.2 o D eÐnai omoiomorfikìc me to lim
←−
{Tn, rn}∞n=1.

Apì thn kataskeu  touDω sunep�getai ìtiDω eÐnai omoiomorfikìc me to lim
←−
{Di, gi}∞i=1,

ìpou {Di}∞i=1 mia oikogèneia dendrit¸n tou Dω tètoia ¸ste

D1 ⊂ D2 ⊂ · · · ⊂ Di ⊂ Di+1 ⊂ · · ·

Gia k�je n = 1, 2, ..., ja orÐsoume

(1) ènan fusikì arijmì in

(2) èna dèndro T̃in ⊂ Din ,

(3) ènan omoiomorfismì hn : Tn → T̃in ,

(4) mia monìtonh apeikìnish g̃n : T̃in+1 → T̃in ,

ètsi ¸ste gia k�je n

(5) hn(Tn ∩R(D)) ⊆ T̃in ∩R(Dω),

(6) fn ◦ hn = hn+1 ◦ g̃n, dhlad  na eÐnai antimetajetikì to di�gramma:

?

T̃in

Tn

hn

�

�

g̃n

fn

T̃in+1

Tn+1

?

hn+1

Apì tic sqèseic (i)− (iii) gia k�je n = 0, 1, ..., èqoume ìti

Tn+1 = Tn ∪ pnqn kai Tn ∩ pnqn = {pn}
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Jètoume Ri = R(Dω) \R(Di), i = 1, 2, .... Profan¸c

Ri =

(
∞⋃

j=i+1

R(Dj)

)
\R(Di) (5.4)

'Estw i1 = 1, r0 eÐnai to monadikì shmeÐo diakl�dwshc tou D1 kai s0 ∈ D1 ∩R1.
To arijm simo sÔnolo p0q0∩R(D) mporeÐ na sumplhrwjeÐ me arijm simo kai puknì

uposÔnolo tou p0q0. Epeid  to sÔnolo r0s0 ∩R1 eÐnai arijm simo kai puknì sto r0s0,
apì to L mma 5.4.4 sunep�getai ìti up�rqei omoiomorfismìc h1 : T1 = {p0q0} → D1

tètoioc ¸ste

h1(p0) = r0, h1(q0) = s0 ∈ D1 ∩R1 kai h1(T1 ∩R(D)) ⊆ r0s0 ∩R1.

Jètoume T̃1 = r0s0. Ja orÐsoume ton fusikì arijmì i2 > i1 kai to dèndro T̃i2
.

'Eqoume T2 = T1 ∪ p1q1 kai T1 ∩ p1q1 = {p1}. Apì ton orismì thc h1 èpetai ìti
h1(p1) = r1 ∈ r0s0 ∩R1. Apì thn isìthta (5.4) up�rqei o mikrìteroc fusikìc arijmìc
i2 > i1 = 1 tètoioc ¸ste r1 ∈ R(Di2

). Dialègoume s1 ∈ Si2(r1) ∩Ri2+1.
To arijm simo sÔnolo p1q1∩R(D) mporeÐ na sumplhrwjeÐ me arijm simo kai puknì

uposÔnolo tou p1q1. Epeid  to sÔnolo r1s1 ∩Ri2
eÐnai arijm simo kai puknì sto r1s1,

apì to L mma 5.4.4 sunep�getai ìti up�rqei omoiomorfismìc hp1q1 : p1q1 → r1s1 tètoioc
¸ste

hp1q1(p1) = r1, hp1q1(q1) = s1 kai hp1q1(p1q1) ∩R(D)) ⊆ r1s1 ∩Ri2+1.

Jètoume T̃i2
= T̃i2

∪ r1s1 kai orÐzoume ton omoiomorfismì h2 : T2 → T̃i2
wc ex c:

h2(x) =

{
h1(x), an x ∈ T1,
hp1q1(x), an x ∈ p1q1.

OrÐzoume gi2,i1 : Di2 → Di1 wc ex c:

gi2,i1 = gi2−1 ◦ gi2−2 ◦ · · · ◦ gi1

Jètoume g̃2 = gi2,i1

∣∣
eT2
. Epeid  oi apeikonÐseic gi eÐnai monìtonec, h g̃2 eÐnai monìtonh.

Ac upojèsoume ìti n ≥ 2 kai ìti isqÔoun oi sunj kec (1)− (6).
'Eqoume Tn+1 = Tn ∪ pnqn kai Tn ∩ pnqn = {pn}. Apì ton orismì thc hn èpetai ìti

hn(pn) = rn ∈ rn−1sn−1 ∩ Rn. Apì thn isìthta (5.4) up�rqei o mikrìteroc fusikìc
in+1 > in tètoioc ¸ste rn ∈ R(Din+1

). Dialègoume sn ∈ Sin+1(rn) ∩Rin+1+1.
To arijm simo sÔnolo pnqn∩R(D) mporeÐ na sumplhrwjeÐ me arijm simo kai puknì

uposÔnolo tou pnqn. Epeid  to sÔnolo rnsn ∩ Rin+1
eÐnai arijm simo kai puknì sto

rnsn, apì to L mma 5.4.4 up�rqei omoiomorfismìc hpnqn : pnqn → rnsn tètoioc ¸ste

hpnqn(pn) = rn, hpnqn(qn) = sn kai hpnqn(pnqn) ∩R(D)) ⊆ rnsn ∩Rin+1+1.
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Jètoume T̃in+1
= T̃in+1

∪ rnsn kai orÐzoume ton omoiomorfismì hn+1 : Tn+1 → T̃in+1

wc ex c:

hn+1(x) =

{
hn(x), an x ∈ Tn,
hpnqn(x), an x ∈ pnqn.

EpÐshc orÐzoume gin+1,in : Din+1 → Din wc ex c:

gin+1,in = gin+1−1 ◦ gin+1−2 ◦ · · · ◦ gin

Jètoume g̃n+1 = gin+1,in

∣∣
eTn
. Epeid  oi apeikonÐseic gi eÐnai monìtonec, h g̃n : T̃in+1 → T̃in

eÐnai monìtonh.

Apì to Je¸rhma 5.1.4 to antÐstrofo ìrio T̃∞ = lim
←−
{T̃in , g̃n}∞n=1 twn dendrit¸n

{T̃in}∞n=1 me monìtonec sundetikèc apeikonÐseic g̃n : T̃in+1 → T̃in eÐnai dendrÐthc.
Apì to Je¸rhma 5.2.2 o dendrÐthc D eÐnai omoiomorfikìc me to antÐstrofo ìrio

T∞ = lim
←−
{Tn, rn}∞n=1.

Apì thn idiìthta (6) sunep�getai ìti to parak�tw di�gramma eÐnai antimetajetikì:

?

T1

T̃i1

h1

g̃1

f1

�

�

T̃i2

?

T2

h2

�

�
f2

g̃2

· · ·

· · ·

�

�

g̃n−1

fn−1

?

T̃in

Tn

hn

�

�

g̃n

fn

T̃in+1

Tn+1

?

hn+1

�

�

g̃n+1

fn+1

· · ·

· · ·

T̃∞

T∞

?

h∞

JewroÔme thn apeikìnish h∞ : T∞ → T̃∞, gia thn opoÐa h∞ ({xn}∞n=1) = {hn(xn)}∞n=1.
Apì to Je¸rhma 5.4.1 h h∞ eÐnai omoiomorfismìc.

Apì ton orismì thc akoloujÐac dèndrwn {T̃in}∞n=1 kai thc akoloujÐac twn apeikonÐsewn

{g̃n}∞n=1 sunep�getai ìti h antÐstrofh akoloujÐa {T̃in , gn}∞n=1 ikanopoieÐ thc sunj kec

tou Jewr matoc 5.4.2. Epomènwc o dendrÐthc T̃∞. eÐnai omoiomorfikìc me ton upoq¸ro

T̃ = Cl

(
∞⋃

n=1

T̃in

)

tou dendrÐth Dω = Cl

(
∞⋃
i=1

Di

)
.

Sunep¸c o dendrÐthc D eÐnai omoiomorfikìc me ton dendrÐth T̃ ⊆ Dω.
'Ara, o dendrÐthc Dω eÐnai kajolikìc.

Pìrisma 5.4.5. K�je dendrÐthc eÐnai omoiomorfikìc me ènan upoq¸ro tou epipèdou.
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[18] K. Menger, Ueber reguläre Baumkurven, Math. Ann., 96, 1926, 572-582.

[19] K. Menger, Zur allgemeinen Kurventheorie,, Fund. Math. 10(1927), 96-115.

[20] S. B. Nadler, Jr. Continuum theory: An introduction, M. Dekker 1992.

[21] J. Nikiel, A characterization of dendroids with uncountably many end points in
the classical sence, Houston J. Math.9 (1983), 421-432.

[22] J. Nikiel On Gehman dendroid, Glasnik Mat 20(40)(1985) 203-214.
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