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ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Η παρούσα διδακτορική διατριβή αποτελείται από δύο µέρη. Στο πρώτο
µέρος µελετούµε τις ηµιακτινικές ταλαντώσεις οµοιόµορφα και αργά περι-
στρεφόµενων αστέρων νετρονίων και υπολογίζουµε τις ιδιοσυχνότητες των τα-
λαντώσεων αυτών.

Ως ¨ηµιακτινικές ταλαντώσεις¨ (semi-radial oscillations) χαρακτηρίζονται
οι ταλαντώσεις των οµοιόµορφα και αργά περιστρεφόµενων αστέρων νετρο-
νίων. Η µελέτη των καταστάσεων ισορροπίας ενός περιστρεφόµενου αστέ-
ϱα νετρονίων είναι σηµαντική, γιατί η περιστροφή είναι ένας πολύ πιθανός
µηχανισµός για την αποτροπή της ϐαρυτικής κατάρρευσης υπέρµαζων αστέ-
ϱων πριν την εκκίνηση των πυρηνικών καύσεων στο εσωτερικό τους, αλλά
µπορεί επίσης να παίξει σηµαντικό ϱόλο στην απόσβεση των ακτινικών του
ταλαντώσεων µε αποτέλεσµα τη σταδιακή απώλεια ενέργειας µε τη µορφή
ϐαρυτικής ακτινοβολίας. Οι υπολογισµοί των Ϲητούµενων ιδιοσυχνοτήτων
στηρίζονται στη µέθοδο διαταραχής του Hartle, σύµφωνα µε την οποία, η
µελέτη περιστρεφόµενων σχετικιστικών µοντέλων µεγάλης µάζας στηρίζεται
σε µια διαταρακτική λύση των πεδιακών εξισώσεων του Einstein οι οποίες
περιγράφουν ένα στατικό, σφαιρικά συµµετρικό µοντέλο.

Σκοπός µας είναι να υπολογίσουµε, ϐασιζόµενοι στη µελέτη των Har-
tle [11] και Hartle and Friedmann [64], τις ιδιοσυχνότητες µηδενικής και
δεύτερης τάξης των τριών χαµηλότερων τρόπων ηµιακτινικής ταλάντωσης για
σχετικιστικά πολυτροπικά µοντέλα. Οι ιδιοσυχνότητες µηδενικής τάξης ([σ2](0))
είναι οι ιδιοσυχνότητες του µη περιστρεφόµενου µοντέλου, ενώ οι ιδιοσυχνό-
τητες δεύτερης τάξης ([σ2](2)) είναι οι µεταβολές που προκύπτουν στις ιδιοσυ-
χνότητες λόγω περιστροφής. ΄Οταν ένας αστέρας περιστρέφετεαι οµοιόµορφα
και αργά, τα τετράγωνα των ιδιοσυχνοτήτων σ2 µπορούν να αναπτυχθούν σε
σειρές του Ω,

σ2 = [σ2](0) + [σ2](2) + ... (1)

όπου ο δείκτης (0) δηλώνει τους όρους µηδενικής τάξης ως προς ω και ο
δείκτης (2) δηλώνει τους όρους δεύτερης τάξης ως προς ω. Για τον υπολο-
γισµό των ιδιοσυχνοτήτων δεύτερης τάξης, εφαρµόζουµε τον ¨τελεστή Chan-
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drasekhar" ([4], Εξ.(4.6b))

L[f ] = e(ν+3λ)/2r−2(E + P )(σ(0))2f + [e(3ν+λ)/2r−2ΓPf ′]′

+ e(3ν+λ)/2[−4P ′

r3
− 8πeλ

P (E + P )

r2
+

P ′2

r2(E + P )
]f

(2)

στη ¨συνάρτηση µετατόπισης¨ U και απαιτούµε το αποτέλεσµα να είναι µηδέν
[4]. Για να υπολογίσουµε τις ιδιοσυχνότητες [σ2](0), ξεκινάµε την αριθµητική
ολοκλήρωση για µια δοκιµαστική τιµή σ2 και τις κατάλληλες αρχικές συν-
ϑήκες και ολοκληρώνουµε εως την επιφάνεια του αστέρα. Στο σηµείο αυτό,
ελέγχουµε εαν η λύση της συνάρτησης U που προκύπτει ικανοποιεί την ο-
ϱιακή συνθήκη ΓPU(R)′ = 0. Προκύπτει εποµένως ένα πρόβληµα οριακών
τιµών Sturm-Liouville (SL) µε ιδιοτιµές τις ιδιοσυχνότητες [σ2](0). Το πρόβλη-
µα SL µπορεί να γραφεί µε τη µορφή δύο διαφορικών εξισώσεων πρώτης
τάξης. Στη συνέχεια, οι ιδιοσυχνότητες δεύτερης τάξης, [σ2](2), µπορούν να
υπολογιστούν από τη σχέση ([4], Εξ.(4.8))

(σ2)(2) =

∫ R
0
dreν+λ/2U(r)D(r)∫ R
0
drW (r)U2(r)

(3)

όπου ο οδηγός όρος D(r) καθορίζεται σύµφωνα µε τους Hartle, Thorne και
Chitre ([4], Πίνακας 4) και η ¨συνάρτηση ϐαρύτητας¨ W δίνεται από τη σχέση

W =
e(ν+3λ)/2(ρ+ P )

r2
. (4)

Οι υπολογισµοί γίνονται αρχικά για τέσσερα πολυτροπικά µοντέλα µε
πολυτροπικούς δείκτες n = 1.0, 1.5, 2.0 και 2.5, ενώ κάθε µοντέλο επιλύε-
ται για πέντε περιπτώσεις κεντρικών πυκνοτήτων µάζας-ενέργειας, για τους
τρεις πρώτους τρόπους παλµικής ταλάντωσης, 1, 2 και 3. Οι τιµές κεντρικών
πυκνοτήτων έχουν επιλεγεί λίγο κάτω από τις ¨πυκνότητες µέγιστης µάζας¨
των αντίστοιχων µοντέλων και είναι αυτές που παρουσιάζουν το µεγαλύτερο
ενδιαφέρον. Για κάθε τρόπο ταλάντωσης, κάνουµε τους υπολογισµούς µας
για οµοιόµορφη περιστροφή, µε γωνιακή ταχύτητα ίση µε την αντίστοιχη Κε-
πλεριανή γωνιακή ταχύτητα, ΩK . Η µέθοδος διαταραχής του Hartle χρησι-
µοποιεί τα κατάλληκα αναπτύγµατα ως προς την παράµετρο περιστροφής
ε = Ω/Ωmax, όπου Ωmax =

√
GM/R3 είναι η τιµή της γωνιακής ταχύτητας

για την οποία ξεκινάει η κατάρρευση µάζας προς τον ισηµερινό του αστέρα.
Εποµένως, η Ωmax περιγράφει τη Νευτώνεια ισορροπία µεταξύ ϐαρυτικών
και ϕυγόκεντρων δυνάµεων. Βέβαια, αυτό το Νευτώνειο άνω όριο ϕαίνε-
ται να είναι ένα µάλλον υπερεκτιµηµένο όριο για τους αστέρες νετρονίων.
Για τέτοιου είδους σχετικιστικά αντικείµενα, το κατάλληλο άνω όριο είναι η
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ΩK . Για τους αριθµητικούς υπολογισµούς µας χρησιµοποιήσαµε το πακέτο
Mathematicar, ενώ οι Κεπλεριανές γωνιακές ταχύτητες έχουν υπολογιστεί
µε χρήση του πακέτου "Rotating Neutron Stars Package" (RNS) [70].

Στο δεύτερο µέρος της διατριβής µελετούµε τις ¨µη ακτινικές ταλαντώ-
σεις¨ (nonradial oscillations) των αστέρων νετρονίων. Συγκεκριµένα, ανα-
πτύσσουµε µια νεα αριθµητική µέθοδο, τη λεγόµενη ¨συνολική στρατηγική
του µιγαδικού επιπέδου¨ (overall complex plane strategy, OCPS) για τον
υπολογισµό των ιδιοσυχνοτήτων των w, f και p τρόπων µη ακτινικής ταλά-
ντωσης σχετικιστικών και πολυτροπικών αστέρων νετρονίων που δεν έχουν
Νευτώνειο ανάλογο. Οι αριθµητικές ολοκληρώσεις γίνονται µε τον κώδικα
Fortran DCRKF54 [98], ο οποίος είναι ένας κώδικας Runge-Kutta-Fehlberg
τέταρτης και πέµπτης τάξης, τροποποιηµένος ώστε να ολοκληρώνει ¨προβλή-
µατα αρχικών τιµών¨ σε συστήµατα συνήθων διαφορικών εξισώσεων πρώτης
τάξης για µιγαδικές συναρτήσεις µιας µιγαδικής µεταβλητής. Επιλύουµε αρι-
ϑµητικά στο µιγαδικό επίπεδο το σύστηµα των τεσσάρων διαφορικών εξισώσε-
ων πρώτης τάξης που περιγράφουν τις µη ακτινικές ταλαντώσεις. Προκειµέ-
νου να αποφευχθούν οι ασυνέχεις και οι απροσδιοριστίες στο κέντρο και
στην επιφάνεια του αστέρα, εισάγουµε ένα µικρό ϕανταστικό µέρος στην
ακτινική µεταβλητή r και πραγµατοποιούµε τις ολοκληρώσεις στο µιγαδικό
επίπεδο και, συγκεκριµένα, επάνω σε ένα ¨µονοπάτι¨ (contour) παράλλη-
λο προς τον άξονα των πραγµατικών αριθµών. Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο
OCPS , ξεκινούµε τις ολοκληρώσεις ακριβώς από το κέντρο του αστέρα νετρο-
νίων, αποφεύγοντας αριθµητικά προβλήµατα και επιτυγχάνοντας µεγαλύτε-
ϱη ακρίβεια στους υπολογισµούς µας, σε αντίθεση µε προηγούµενες µελέτες
κατά τις οποίες έγιναν προσπάθειες προσέγγισης του σηµείου εκκίνησης των
ολοκληρώσεων είτε χρησιµοποιώντας σειρές Taylor και αναπτύγµατα σειρών
είτε επιλέγοντας να ξεκινήσουν την ολοκλήρωση πολύ κοντά στο κέντρο του
αστέρα για να αποφύγουν την εµφάνιση ασυνεχειών ([71], [72], [8], [74]). Στο
σηµείο αυτό οφείλεται η αυξηµένη ακρίβεια της µεθόδου µας. Επίσης, µε τη
µέθοδο OCPS επιτυγχάνουµε να υπολογίσουµε µε εξαιρετική ακρίβεια ακό-
µα και τις ιδιοσυχνότητες µε πολύ µικρά ϕανταστικά µέρη, σηµείο στο οποίο
παλαιότερες µελέτες παρουσίασαν υπολογιστικά προβλήµατα. Τέλος, η στα-
ϑερότητα της µεθόδου µας επιβεβαιώνεται από το γεγονός ότι τα αριθµητικά
αποτελέσµατα δεν επηρεάζονται από το σηµείο στο οποίο τερµατίζουν οι ολο-
κληρώσεις στο εξωτερικό του αστέρα νετρονίων, ούτε από το σηµείο στο οποίο
γίνεται γραµµικός συνδυασµός των ολοκληρώσεων στο εσωτερικό του αστέρα
νετρονίων, µε σκοπό την εύρεση µοναδικής λύσης. Οι αριθµητικές τιµές των
ιδιοσυχνοτήτων που υπολογίζουµε συγκρίνονται µε αυτές τις ϐιβλιογραφίας
και συγκεκριµένα µε αυτές των w, f, p τρόπων ταλάντωσης που αποτελούν
δύσκολες περιπτώσεις και έτσι επιβεβαιώνουµε την ακρίβεια της µεθόδου µας.

Ο Einstein ήταν ο πρώτος που διατύπωσε τις εξισώσεις που περιγράφουν
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µικρές, µη ακτινικές, ηµιπεριοδικές ταλαντώσεις για σχετικιστικά αστρικά
µοντέλα. Το σύστηµα αυτό αποδεικνύεται ότι µπορεί να απλοποιηθεί σε ένα
σύστηµα τεσσάρων συνήθων διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης ([71], [72]),
το οποίο µπορεί να γραφεί στη διανυσµατική µορφή

Y = {H1, K,W,X}. (5)

Η επίλυση γίνεται σύµφωνα µε τη µελέτη των Kokkotas και Schultz [8] πραγ-
µατοποιώντας αρχικά πέντε ολοκληρώσεις στο εσωτερικό του αστέρα, δύο από
το κέντρο προς την επιφάνεια και τρεις από την επιφάνεια προς το κέντρο.
Οι πέντε αυτές ολοκληρώσεις πραγµατοποιούνται πάνω σε ευθεία παράλληλη
στον άξονα των πραγµατικών αριθµών και πολύ κοντά σε αυτόν (σε απόσταση
όσο το ϕανταστικό µέρος που εισάγουµε στην ακτινική συνιστώσα r) και τερ-
µατίζουν στο λεγόµενο σηµείο πλέξης, όπου γίνεται ο γραµµικός συνδυασµός
αυτών µε σκοπό την εύρεση µιας και µοναδικής λύσης. Συνεχίζουµε µε µια
έκτη ολοκλήρωση στο εσωτερικό του αστέρα, από το σηµείο πλέξης µέχρι την
επιφάνεια και οι τιµές των λύσεων που λαµβάνονται πάνω στην επιφάνεια του
αστέρα αποτελούν τις αρχικές συνθήκες της ολοκήρωσης της εξίσωσης Ze-
rilli [95] που ακολουθεί. Η ολοκλήρωση της εξίσωσης Zerilli πραγµατοποεί-
ται, αφού πρώτα η εξίσωση τροποποιηθεί, από την επιφάνεια του αστέρα σε
απόσταση πολύ µακριά από αυτόν, πάνω σε ευθεία µε που σχηµατίζει µε τον
άξονα των πραγµατικών αριθµών γωνία κλίσης ω̆/ω̄. Η ευθεία αυτή αποτελεί,
σύµφωνα µε το ¨φαινόµενο Stokes", τη ϐέλτιστη διαδροµή για να ολοκληρώ-
σουµε. Τέλος, ολοκληρώνουµε την τροποποιηµένη εξίσωση Zerilli µέχρι έ-
να σταθερό σηµείο που λαµβάνεται ως σηµείο αναφοράς και εκεί ϑεωρούµε
ότι τοποθετείται αδρανειακός παρατηρητής. Στο σηµείο αυτό, η συνάρτηση
Zerilli µετατρέπεται στην αρχική της µορφή και υπολογίζεται ο λόγος γ(ω)

β(ω)

που εκφράζει το λόγο της έντασης της εισερχόµενης στον αστέρα ϐαρυτικής
ακτινοβολίας προς την ένταση της εξερχόµενης από τον αστέρα ϐαρυτικής
ακτινοβολίας. Οι συχνότητες ω που µηδενίζουν το λόγο αυτό, αποτελούν τις
Ϲητούµενες ιδιοσυχνότητες ελεύθερης ταλάντωσης του αστέρα νετρονίων, εί-
ναι µιγαδικές και µπορούν να έχουν είτε µεγάλα ϕανταστικά µέρη είτε πολύ
µικρά ϕανταστικά µέρη. Το πραγµατικό µέρος των ιδιοσυχνοτήτων ερµη-
νεύει το ϱυθµό των παλµών του αστέρα, ενώ το ϕανταστικό µέρος δείχνει την
απόσβεση της ταλάντωσης λόγω ϐαρυτικής ακτινοβολίας.



SUMMARY

This PhD Thesis consists of two parts. In the first part, we study the
quasi-radial pulsations of rigidly and slowly rotating neutron stars and we
calculate the eigenfrequences of these oscillations.

As quasi-radial pulsations (or, equivalently, oscillations), we characte-
rize the pulsations of neutron stars that rotate uniformly and slowly. The
study of the states of equilibrium of a rotating neutron star is important
because rotation is a possible mechanism to avoid gravitational collapse at
the onset of nuclear fusion in their interior, but it could also play an im-
portant role in the damping of radial oscillations, resulting in loss of energy
in the form of gravitational radiation. The computation of such rotational
pulsations is based on Hartle’s perturbation theory, according to which,
the study of relativistic rotating massive objects is based on a perturba-
tive solution of Einstein’s field equations, describing a static, spherically
symmetric model.

Our task is to calculate, lying on the study of Hartle [11] and Hartle and
Friedmann [64], the zeroth-order and second-order eigenfrequencies of the
lowest three modes of radial pulsation for general-relativistic polytropic
models. The zeroth-order eigenfrequences [σ2](0) are the eigenfrequences of
the nonrotating model while the second-order ones [σ2](2) are the rotation-
induced changes in the eigenfrequencies. When a star is rotating rigidly
with a small angular velocity Ω, the squared eigenfrequencies σ2 of its
pulsation modes can be expanded in powers of Ω,

σ2 = [σ2](0) + [σ2](2) + ... (6)

where the superscript ‘‘ (0) ’’ denotes terms of zeroth order in Ω and the
superscript ‘‘(2)’’ terms of second order in Ω. Concerning the zeroth-order
eigenfrequencies, we begin with the so-called "Chandrasekhar operator"
([4], Eq.(4.6b))

L[f ] = e(ν+3λ)/2r−2(E + P )(σ(0))2f + [e(3ν+λ)/2r−2ΓPf ′]′

+ e(3ν+λ)/2[−4P ′

r3
− 8πeλ

P (E + P )

r2
+

P ′2

r2(E + P )
]f

(7)

9
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applied to the so-called "displacement function" U [4] and set equal to zero.
To compute the eigenvalues [σ2](0) we start the numerical integration for a
trial value [σ2] and the proper initial conditions and we integrate towards
the surface and then check if the resulting solution U satisfies the bound-
ary condition ΓPU(R)′ = 0 and thus establishing a Sturm-Liouville (SL)
boundary value problem with eigenvalues the pulsation eigenfrequencies
[σ2](0), which can be transformed into a system of two first-order differential
equations. The second-order eigenfrequencies [σ2](2) are computed by the
relation of Hartle, Thorne and Chitre ([4], Eq.(4.8))

(σ2)(2) =

∫ R
0
dreν+λ/2U(r)D(r)∫ R
0
drW (r)U2(r)

(8)

where the driving term D(r) is defined as ([4], Table 4)

W =
e(ν+3λ)/2(ρ+ P )

r2
. (9)

We resolve four nonrotating general-relativistic polytropic models with poly-
tropic indices n = 1.0, 1.5, 2.0 and 2.5. Each model is resolved for five
cases of central mass-energy densities. These values have been chosen
to be below and relatively close to the ‘‘maximum-mass densities’’ of the
corresponding models, being in fact the more interesting ones when con-
sidering neutron stars. Each density case is resolved for the three low-
est modes of pulsation: Mode 0, Mode 1 and Mode 2. For each mode,
we compute a rigidly rotating configuration with angular velocity equal to
the corresponding Keplerian angular velocity, ΩK . Hartle’’s perturbation
method uses proper expansions in the rotation parameter ε = Ω/Ωmax,
where Ωmax =

√
GM/R3 is the angular velocity for which mass shedding

starts occuring at the equator of a star. Thus max Ωmax describes the
Newtonian balance between centrifugal and gravitational forces. However,
this Newtonian upper bound appears to be a rather overestimated limit for
neutron stars. For such relativistic objects, the appropriate upper bound
is ΩK . Hence, if the angular velocity is slightly greater than ΩK , then mass
shedding occurs at the equator of a neutron star. ΩK can be computed
by several methods. For our numerical calculations we use the package
Mathematicar and the Keplerian angular velocities have been calculated
using the package "Rotating Neutron Stars Package" (RNS) [70].

In the second part of the thesis we study the nonradial oscillations of
neutron stars. Specifically, we develop a new numerical method, the so
called "overall complex plane strategy" (OCPS) for the computation of the
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eigenfrequences of the w, f and p-modes of nonradial oscillations of general-
relativistic, polytropic neutron stars which have no Newtonian analogue.
Numerical integrations are resolved by the Fortran code DCRKF54 [98]
which is a Runge-Kutta-Fehlberg code of fourth and fifth order, modified
so that to integrate "initial value problems" established on systems of first
order ODEs of complex-valued functions in one complex variable along pre-
scribed complex results. We numerically integrate on the complex plane
the four first order ordinary differential equations that describe the non ra-
dial oscillations of a general relativistic polytropic model. In order to avoid
singularities at the center of the neutron star, where r = 0, we introduce a
small imaginary part in the radial coordinate r and we perform the integra-
tions along a path parallel to the axis of the real numbers on the complex
plane. Using the numerical method OCPS, we start the integrations exactly
at the center of the neutron star, thus avoiding numerical problems near
the center of the star and also achieving higher accuracy in our results.
On the contrary, in all previous studies, efforts have been made to start
the integrations as close to the center of the star as possible, either by
using Taylor approximation and power series expansion ([71], [72], [8]) or
by choosing starting points very close to the center of the star in order to
avoid the singularities [74], without though avoiding numerical problems.
This is a major advantage of our numerical method. Moreover, using OCP-
S, we succeed in calculating with accuracy even the eigenfrequences with
very small imaginary parts, a point where previous studies also encoun-
tered numerical difficaulties. Last, the stability of our numerical method
is verified from the fact that our numerical results are not influenced from
the point where the integrations terminate in the exterior of the neutron
star, neither from the point where we perform the numerical conjunction of
the vectors of the solutions resulting form inward and outward integration
in the interior of the neutron star in order to find a unique solution. The
numerical values of eigenfrequences of the w, f and p-modes of oscillation
are compared to those of the bibliography in order to verify the reliabilty
and the stability of our numerical method.

Einstein was the first to derive the equations describing small, non-
radial, quasi-periodic oscillations of general relativistic stellar models. This
system can be transformed in a fourth order system of equations ([71],[72])
and be written in the vectorial form,

Y = {H1, K,W,X}. (10)

We resolve it according to the study of Kokkotas and Schultz [8]; we initial-
ly realize five integrations of the vector Y in the interior of the neutron star,
two from the center of the star outwards and three from the surface of the
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star inwards. We integrate on a straight line parallel to the axis of the real
numbers and very close to it (at a distance equal to the imaginary part we
introduce in the radial coordinate r) and the integrations terminate at the
so called matching point. This is the point where the linear combination
of the five integrations is realized in order to find a unique solution in the
interior of the neutron star. We continue performing a sixth integration in
the interior of the neutron star, from the matcing point to the surface of the
star. The solutions of this final integration in the interior of the neutron
star are used as initial conditions for the integration of the Zerilli equation
in the exterior of the neutron star outwards. We numerically integrate, af-
ter we modify the Zerilli equation, up to a distance very far from the center
of the neutron star on a straight line with slope ω̆/ω̄ to the axis of the real
numbers. This is the preferred "path" to integrate, according to the "Stokes
phenomenon". Finally, we perform a last integration of the modified Ze-
rilli equation up to a terminal point which is taken as a reference point
where we could say is the position of an inertial observer. At this point,
we transform the Zerilli function to its initial form and we calculate the
rate γ(ω)

β(ω)
which expresses the rate of the intensity of the incoming gravita-

tional radiation to the intensity of the outgoing gravitational radiation. A
physically accepted solution gives no incoming gravitational radiation, so
the frequences, ω, that make this rate zero are the eigenfrequences of the
free oscillation of the neutron star, they are complex and they could have
either large or small imaginary parts. Their real part is connected to the
pulsating rate of the neutron star whereas the imaginary part is connected
to the damping of the oscillation due to gravitational radiation.
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Κεφάλαιο 1

ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΟΥΣ ΑΣΤΕΡΕΣ
ΝΕΤΡΟΝΙΩΝ

1.1 Τι είναι οι αστέρες νετρονίων

΄Οταν ένας µεγάλος αστέρας κάψει όλα τα πυρηνικά του αποθέµατα, υπό-
κειται σε έκρηξη (υπερκαινοφανής αστέρας), εκτινάσσοντας ένα µεγάλο µέρος
µάζας που προέρχεται από τα εξωτερικά κελύφη του, ενώ ο πυρήνας του αστέ-
ϱα καταρρέει υπό την επίδραση της ϐαρύτητας. Τα ηλεκτρόνια συµπιέζονται
επί των πρωτονίων µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία νετρονίων (ενστάλαξη νε-
τρονίων). Το αποτέλεσµα είναι ένας αστέρας νετρονίων, ένας λευκός νάνος
ή µια µελανή οπή. Τα όρια Chandrasekhar (MCh = 1.4M�) και Landau-
Oppenheimer-Volkoff (MLOV = 3.2M�) καθορίζουν την κατάληξη του αστέ-
ϱα. Αν ο αστέρας που αποµένει µετά την έκρηξη έχει µάζα M > 3.2M�
γίνεται µελανή οπή, για µάζα µεταξύ 1.4M� και 3.2M� γίνεται αστέρας νε-
τρονίων, ενώ για µάζα M < 1.4M� ο αστέρας γίνεται λευκός νάνος (ϐλέπε
π.χ. [1], Κεφ.22 και [2], Κεφ.1). Με τον όρο ¨µάζα¨ εδώ εννοούµε τη ϐαρυτική
µάζα, η οποία είναι διαφορετική από τη ϐαρυονική µάζα του αστέρα νετρο-
νίων. Επειδή η ϐαρυτική µετατόπιση προς το ερυθρό ενός αστέρα νετρονίων
είναι πολύ µεγάλη (ϐλέπε π.χ. [3], Κεφ.3), η ϐαρυτική µάζα είναι περίπου
20 ϕορές µικρότερη από τη ϐαρυονική µάζα.

Οι αστέρες νετρονίων είναι αστέρες µε διάµετρο της τάξης των 10km και
εµφανίζονται µεµονωµένοι ως κατάλοιπα υπερκαινοφανών ή ως διπλοί αστέ-
ϱες, σε συνδυασµό µε κανονικούς αστέρες, εκπέµποντας ακτίνες Χ (X-ray
binaries). Στην τελευταία περίπτωση είναι δυνατή η µέτρηση της µάζας τους
και η διάκρισή τους από τις µελανές οπές. Εξαιτίας της µικρής µάζας και της
µεγάλης πυκνότητάς τους, οι αστέρες νετρονίων δηµιουργούν ισχυρά ϐαρυ-
τικά πεδία (1012 − 1015G) (ϐλέπε π.χ. [1], Κεφ.23). Η σύλληψη της έννοιας
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ενός αστέρα αποτελούµενου εξ΄ ολοκλήρου από νετρόνια οφείλεται στους ϑεω-
ϱητικούς ϕυσικούς Landau, Oppenheimer και Volkoff, ενώ παρατηρήθηκαν
για πρώτη ϕορά από τον Κινέζο αστρονόµο Yang Wei-T’e. Η ιδέα όµως ενός
αστέρα νετρονίων εισήχθη λίγο µετά την ανακάλυψη του νετρονίου το 1932
από τον Chadwick. Οι αστρονόµοι Fritz Zwicky και Walter Baade διατύπω-
σαν τη ϑεωρία ότι όταν ένα πρωτόνιο και ένα ηλεκτρόνιο ϐρεθούν κάτω από
συνθήκες εξαιρετικά υψηλών πιέσεων δηµιουργείται ένα νετρόνιο (ϐλέπε π.χ.
[2], Κεφ.9). Εάν λοιπόν υπάρχουν τόσο υψηλές πιέσεις στο εσωτερικό ενός
υπό κατάρρευση αστέρα, ο αστέρας αυτός µπορεί να καταλήξει στο σχηµα-
τισµό ενός αστέρα νετρονίων. ΄Ενας τέτοιος αστέρας µπορεί να εξισορροπήσει
τη ϐαρυτική πίεση που τείνει να τον συµπιέσει ακόµα περισσότερο, καθώς τα
(εκφυλισµένα) νετρόνια στο εσωτερικό του δηµιουργούν µια αντίθετης κατεύ-
ϑυνσης πίεση (degenerate neutron pressure) (ϐλέπε π.χ. [3], Κεφ.3). Λόγω
των πολύ υψηλών πιέσεων που υφίσταται πρέπει να έχει πολύ µικρό µέγεθος.
Αυτές οι συνθήκες ϕαίνονταν ϐέβαια παράδοξες µέχρι τα τέλη του 1960 όταν
ανακαλύφθηκαν οι παλµικοί αστέρες (pulsars).

1.2 Παλµικοί αστέρες και αστέρες νετρονίων

Τα ερωτήµατα που ετέθησαν αρχικά στην προσπάθεια ερµηνείας της ϕυ-
σικής των αστέρων νετρονίων ήταν τα εξής : (ϐλέπε π.χ. [1], Κεφ.23)
1. Ποιος είναι ο µηχανισµός εκποµπής ακτινοβολίας για τους αστέρες νετρο-
νίων ;
2. Γιατί εκπέµπουν κυρίως στο ϕάσµα των ϱαδιοσυχνοτήτων ;
3. Γιατί η ακτινοβολία ανιχνεύεται υπό µορφή παλµών ;
4. Γιατί η περίοδος των παλµών είναι τόσο µικρή ;

Η απάντηση στα παραπάνω ερωτήµατα σχετίζεται σαφώς µε το πολύ µικρό
µέγεθος των αστέρων νετρονίων (ϐλέπε π.χ. [2], Κεφ.10).

Επειδή ένας αστέρας νετρονίων είναι πολύ µικρός και έχει πολύ µεγά-
λη πυκνότητα, µπορεί να περιστρέφεται ταχύτατα χωρίς να διαλυθεί, ενώ
παράλληλα δηµιουργεί γύρω του πολύ ισχυρό µαγνητικό πεδίο.

Ο άξονας περιστροφής ενός αστέρα νετρονίων δεν ταυτίζεται µε το µαγνη-
τικό άξονα του αστέρα (τον άξονα δηλαδή που ενώνει το ϐόρειο µε το νότιο
µαγνητικό πόλο, ϐλέπε Σχήµα 1.1). Ο συνδυασµός του ισχυρού µαγνητικού
πεδίου και της ταχύτατης περιστροφής του αστέρα νετρονίων λειτουργεί σαν
µια γιγάντια ηλεκτρική γεννήτρια, δηµιουργώντας πολύ ισχυρά ηλεκτρικά
πεδία κοντά στην επιφάνεια του αστέρα. Τα πεδία αυτά είναι τόσο ισχυρά
που µέρος της ενέργειάς τους χρησιµοποιείται στη δηµιουργία ηλεκτρονίων
και ποζιτρονίων µέσω ενός µηχανισµού που ονοµάζεται παραγωγή Ϲευγών
(pair production) (ϐλέπε π.χ. [1], Κεφ.23). Σύµφωνα µε το µηχανισµό αυτό,
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η αλληλεπίδραση γ-κβάντων µε ατοµικούς πυρήνες οδηγεί στη δηµιουργία
Ϲευγών στοιχειωδών σωµατίων - αντισωµατίων. Τα ϕορτισµένα αυτά σωµατίδια
αποµακρύνονται από την επιφάνεια του αστέρα λόγω των ισχυρών ηλεκτρικών
πεδίων και παγιδεύονται στο µαγνητικό πεδίο του αστέρα. Στη συνέχεια ε-
πιταχύνονται µέσω του µηχανισµού κύκλοτρο και εκπέµπουν ηλεκτροµα-
γνητική ακτινοβολία. Το αποτέλεσµα είναι η εµφάνιση δυο λεπτών δεσµών
ακτινοβολίας που ξεκινούν από τους µαγνητικούς πόλους του αστέρα νετρο-
νίων.

Σχήµα 1.1: Ο άξονας περιστροφής του παλµικού αστέρα δεν ταυτίζεται µε το
µαγνητικό άξονα. (Πηγή: www.astronomy.com)

Καθώς ο αστέρας περιστρέφεται, οι δέσµες αυτές διαγράφουν επιφάνεια
κώνου. Οι παλµοί παρατηρούνται κάθε ϕορά που η δέσµη κατευθύνεται προς
τον παρατηρητή. Η περίοδος δηλαδή των παρατηρούµενων παλµών είναι ίση
µε την περίοδο περιστροφής του αστέρα νετρονίων.

Οι ¨παλµικοί αστέρες¨ (pulsars) είναι λοιπόν ταχύτατα περιστρεφόµενοι
αστέρες νετρονίων οι οποίοι εκπέµπουν υψηλής ενέργειας και µικρής διάρ-
κειας ϱαδιοφωνικούς παλµούς που επαναλαµβάνονται µε πολύ σταθερή περίο-
δο. Κάθε παλµικός αστέρας εκπέµπει χαρακτηριστικό παλµό ο οποίος ϐρίσκε-
ται ως ο µέσος όρος ενός µεγάλου αριθµού παλµών. Η εκποµπή είναι
µη ϑερµικής ϕύσης. Οι παλµικοί αστέρες εκτινάσσουν επίσης έναν άνεµο
ϕορτισµένων σωµατιδίων, καθώς και ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία µικρής
συχνότητας που µεταφέρουν ενέργεια και στροφορµή, κάνοντας έτσι τη στρο-
ϕορµή του αστέρα να ελαττώνεται συνεχώς. Οι αστέρες νετρονίων δεν εκπέ-
µπουν όµως µόνο ϱαδιοκύµατα. Η πρώτη προσπάθεια ανίχνευσης ακτινοβο-
λίας αστέρων νετρονίων σε άλλα µήκη κύµατος έγινε το 1960, όταν αστρονό-
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µοι του Πανεπιστηµίου της Αριζόνας τοποθέτησαν τηλεσκόπιο µε κατεύθυνση
προς το κέντρο του νεφελώµατος του Καρκίνου. Παρατήρησαν λοιπόν παλ-
µούς ακτινοβολίας σε διάφορα µήκη κύµατος µε συχνότητα 30 κύκλων το
δευτερόλεπτο, ίδια ακριβώς µε τη συχνότητα εκποµπής των ϱαδιοπαλµών. Η
παρατήρηση αυτή αποτελούσε ισχυρή απόδειξη ότι οι παλµικοί αστέρες είναι
περιστρεφόµενοι αστέρες νετρονίων µε ισχυρά µαγνητικά πεδία. Αυτό συµ-
ϐαίνει γιατί τα ϕορτισµένα σωµατίδια όταν επιταχύνονται µέσα σε µαγνητικά
πεδία εκπέµπουν ακτινοβολία διαφόρων µηκών κύµατος. Αντίθετα, η ακτινο-
ϐολία µέλανος σώµατος ενός κανονικού αστέρα, µε ϑερµοκρασία επιφανείας
µερικών χιλιάδων ϐαθµών Kelvin, εκπέµπει πολύ ασθενή ακτινοβολία ϱα-
διοκυµάτων.

Η περίοδος εκποµπής των pulsars είναι η ίδια σε όλα τα µήκη κύµατος,
πράγµα που αποδεικνύει ότι πράγµατι η ακτινοβολία αυτή προέρχεται από
συγκεκριµένο σηµείο του αστέρα νετρονίων που είναι ορατό από εµάς πε-
ϱιοδικά, καθώς ο αστέρας περιστρέφεται. ΄Οπως προαναφέρθηκε, τα σηµεία
από τα οποία εκπέµπεται η ακτινοβολία είναι οι δύο µαγνητικοί πόλοι του
παλµικού αστέρα.

Χαρακτηριστική είναι η εκποµπή ακτίνων Χ και γ από τους αστέρες νετρο-
νίων. Ηλεκτρόνια, τα οποία κινούνται κατά µήκος του άξονα του µαγνητικού
πεδίου του αστέρα, επιταχύνονται από αυτό, µέχρι που ϕτάνουν σε σηµείο
που ϑα αναγκάζονταν να ξεπεράσουν την ταχύτητα του ϕωτός, ενώ παράλλη-
λα περιστρέφονται µαζί µε τον αστέρα. Στο σηµείο αυτό αναγκάζονται να
σταµατήσουν, ελευθερώνοντας ενέργεια υπό τη µορφή ακτίνων Χ και γ.

Χαρακτηριστική περίπτωση εκποµπής ακτίνων Χ είναι τα διπλά συστήµα-
τα αστέρων, συστήµατα δηλαδή που αποτελούνται από δύο αστέρες, οι οποίοι
κινούνται γύρω από το κέντρο µάζας του συστήµατος. Στην ειδική περίπτωση
που ο ένας από τους δύο αστέρες του συστήµατος είναι ένας υπό κατάρ-
ϱευση αστέρας (αστέρας νετρονίων, λευκός νάνος ή µελανή οπή), το σύστηµα
ονοµάζεται διπλό σύστηµα αστέρων ακτίνων Χ (X-ray binary). ΄Ενα τέτοιο
σύστηµα εκπέµπει ακτινοβολία Χ λόγω µεταφοράς µάζας από τον κανονικό
αστέρα στον υπό κατάρρευση αστέρα. Η ακτινοβολία εκπέµπεται από την
περιοχή γύρω από τον τελευταίο, λόγω υπερθέρµανσης της µεταφερόµενης
µάζας (ϐλέπε π.χ. [1], Κεφ.23 και [2], Κεφ.9).

Μια ακόµη κατηγορία αστέρων νετρονίων είναι οι έχοντες πολύ ισχυρά
µαγνητικά πεδία (1014 − 1015G), οι οποίοι εκπέµπουν ισχυρές ακτίνες Χ
και χαµηλής ενέργειας ακτίνες γάµµα (soft-gamma repeaters ή magnetars)
(ϐλέπε π.χ. [1], Κεφ.23).
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1.3 Η δοµή των αστέρων νετρονίων

΄Ενας αστέρας νετρονίων αποτελείται από (ϐλέπε π.χ. [2], Κεφ.9 και [1],
Κεφ.23):

• πυρήνα υπέρρευστων νετρονίων, υπεραγώγιµων πρωτονίων και πιθανών
µορφώνωεξωτικής ύλης,

• µανδύα υπέρρευστων νετρονίων, µερικά από τα οποία συνδυάζονται µε
πρωτόνια δηµιουργώντας ατοµικούς πυρήνες,

• ϕλοιό πάχους 1km περίπου που αποτελείται από ϐαρείς πυρήνες, αλλά
και ελεύθερα ηλεκτρόνια,

• ατµόσφαιρα µέσα στην οποία το σύνηθες σφαιρικό σχήµα των ατόµων
µετατρέπεται σε επίµηκες λόγω του ισχυρού µαγνητικού πεδίου µέσα
στο οποίο ϐρίσκονται.

Το κέντρο ενός αστέρα νετρονίων, η πυκνότητα του οποίου είναι της τάξης
των 1015g/cm3, διέπεται από ιδιότητες άγνωστες για τη σηµερινή Φυσική. Η
µέγιστη πυκνότητα ενός αστέρα νετρονίων είναι ρmax = 5 × 105g/cm3, το
λεγόµενο σηµείο συµπίεσης "LOV crushing point" που ϐρέθηκε από τους
Landau, Oppenheimer και Volkoff. Για ρ > ρmax έχουµε ανισορροπίες στην
εσωτερική δοµή των αστέρων νετρονίων που καθιστούν αδύνατη την ύπαρξή
τους. Πιστεύεται ότι στην υπέρπυκνη αυτή κατάσταση τα νετρόνια µετασχη-
µατίζονται σε µεσόνια, ϐαρυόνια, υπερόνια, quarks και άλλα στοιχειώδη
σωµάτια. Αυτά κάτω από γήινες συνθήκες χαρακτηρίζονται από χρόνο Ϲωής
της τάξης του εκατοµµυριοστού του δευτερολέπτου, πιστεύεται όµως ότι στην
υπέρπυκνη κατάσταση του κέντρου του αστέρος νετρονίων είναι σταθερά. Η
ϑεωρητική µελέτη των αστέρων νετρονίων δεν αποκλείει την τελική µετατροπή
τους σε αστέρες υπερονίων οι οποίοι χαρακτηρίζονται από µάζα ίση µε την
ηλιακή και ακτίνα λίγων χιλιοµέτρων. Αυτή η ϑεωρητική γραµµή εξελίξεως
εισήχθη από τον αστροφυσικό Ambartsumian και όπως το µεγαλύτερο µέρος
της ϑεωρίας των αστέρων νετρονίων δεν µπορεί να ελεγχθεί µε παρατηρήσεις.

Ξεκινώντας από την επιφάνεια ενός αστέρα νετρονίων και προχωρώντας
προς το εσωτερικό του παρατηρούµε τα εξής : η ϐαρύτητα στην επιφάνειά
του είναι 1011 ϕορές µεγαλύτερη από αυτή της Γης και το µαγνητικό πεδίο
είναι 1012G, δηλαδή αρκετά ισχυρό για να ¨καταστρέψει¨ την ατοµική δοµή:
για παράδειγµα, η ενέργεια συνδέσεως της ϑεµελιώδους κατάστασης του Η
ανέρχεται στα 160eV ενώ η αντίστοιχη τιµή της απουσία µαγνητικού πεδίου
είναι 13.6eV . Στην ατµόσφαιρα του αστέρα νετρονίων και τον ανώτερο ϕλοιό
έχουµε ύπαρξη πυρήνων και όχι ακόµα νετρονίων. Στον εξωτερικό ϕλοιό, οι
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πυρήνες που συναντάµε είναι συνήθως 56Fe και πυρήνες ελαφρύτερων στοι-
χείων, αλλά ϐαθύτερα η πίεση είναι πολύ υψηλή µε αποτέλεσµα να συναντού-
µε στοιχεία µε Z = 40 και A = 120. Σε πυκνότητες της τάξης των 106g/cm3

παρατηρείται το ϕαινόµενο του εκφυλισµού των ηλεκτρονίων, πράγµα που
σηµαίνει ότι οι ηλεκτρικές και ϑερµικές αγωγιµότητες είναι τεράστιες επειδή
τα ηλεκτρόνια µπορούν να ¨ταξιδέψουν¨ σε µεγάλες αποστάσεις πρίν αλλη-
λεπιδράσουν. Βαθύτερα ακόµα, σε πυκνότητα γύρω στα 4 × 1011g/cm3,
ϕθάνουµε στο λεγόµενο ¨στρώµα ενστάλαξης νετρονίων¨ (neutron drip layer).
Σε αυτό το σηµείο, είναι ενεργειακά προτιµητέο για τα νετρόνια να δραπετεύ-
σουν από τους πυρήνες και να κινηθούν ελεύθερα στο γύρω χώρο. Ακόµα
ϐαθύτερα, έχουµε κυρίως ελεύθερα κινούµενα νετρόνια και ένα πολύ µικρό
ποσοστό (5%−10%) πρωτονίων και ηλεκτρονίων. Καθώς η πυκνότητα αυξάνει,
συναντούµε τη λεγόµενη ακολουθία "pasta-antipasta". Στις σχετικά χαµη-
λές πυκνότητες (περίπου 1012g/cm3), τα νουκλεόνια απλώνονται σε σχετικά
µεγάλες αποστάσεις µεταξύ τους δίνοντας την εικόνα µικρών σφαιρών. Σε
ακόµα υψηλότερες πυκνότητες, τα νουκλεόνια συγχωνεύονται για να διαµορ-
ϕώσουν λεπτές και µακριές σειρές και σε ακόµα υψηλότερες πυκνότητες
τοποθετούνται σε διατάξεις που µοιάζουν µε ϕύλλα. ΄Οταν η πυκνότητα υ-
περβεί την πυρηνική πυκνότητα (2.8 × 1014g/cm3) κατά ένα παράγοντα 2 ή
3, έχουµε το σχηµατισµό εξωτικής ύλης, όπως συµπυκνώσεις πιονίων, λάµδα
υπερόνια, δέλτα isobars και πλάσµα κουάρκ-γκλουονίων.

1.4 Καταστατικές εξισώσεις αστέρων νετρονίων

Η δοµή των αστέρων νετρονίων και το εύρος των µαζών για τις οποίες είναι
σταθεροί καθορίζονται από την ¨καταστατική εξίσωση της ύλης¨ (equation
of state, EOS) στο εσωτερικό τους, δηλαδή τη συνάρτηση που συνδέει την
πίεση µε την πυκνότητα στο εσωτερικό τους. Η συνάρτηση αυτή µπορεί
να είναι εξαιρετικά πολύπλοκη, αφού πρέπει να λάβουµε υπόψη όλες τις
αλληλεπιδράσεις των σωµατιδίων που απαρτίζουν τον αστέρα, αλλά και οι
γνώσεις µας για την ακριβή σύσταση των αστέρων νετρονίων δεν είναι ακόµα
πλήρεις.

1.4.1 Καταστατικές Εξισώσεις κάτω από το όριο ενστάλα-
ξης νετρονίων

Η καταστατική εξίσωση κάτω από το όριο ενστάλαξης νετρονίων καθορίζει
τη δοµή των αστέρων νετρονίων, των λευκών νάνων και των πλανητών. Η πιο
απλή καταστατική εξίσωση είναι αυτή που περιγράφει ιδανικό αέριο µη αλλη-
λεπιδρώντων ϕερµιονίων, για ϑερµοκρασίες στο απόλυτο µηδέν. Η καταστα-
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τική εξίσωση των αστέρων νετρονίων προσεγγίζεται καλύτερα για πυκνότητες
κάτω από το όριο ενστάλαξης νετρονίων (ρdrip ≈ 4 × 1011g/cm3) (ϐλέπε π.χ.
[2], Κεφ.2). Σε πρώτη προσέγγιση ϑεωρούµε ότι η πίεση που κυριαρχεί είναι
αυτή που οφείλεται στα εκφυλισµένα ηλεκτρόνια τα οποία γίνονται πλήρως
σχετικιστικά για πυκνότητες πάνω από 107g/cm3. Μέσα στο ηλεκτρονιακό
αέριο έχουµε συγκεντρώσεις ϑετικών ϕορτίων υπό µορφή πυρήνων, οι οποί-
οι δηµιουργούν ένα πλέγµα Coulomb. Εξάλλου, στη ϑεµελιώδη κατάσταση
ϑεωρούµε ότι η ύλη ϐρίσκεται σε ισορροπία, δηλαδή δεν έχουµε περαιτέ-
ϱω ελάττωση της ενέργειας λόγω µεταβολής στη σύσταση εξαιτίας ισχυρών,
ασθενών και ηλεκτροµαγνητικών αλληλεπιδράσεων. Για πυκνότητες κάτω
από 107g/cm3, η ϑεµελιώδης κατάσταση αντιστοιχεί σε πυρήνες 56

26Fe. Σε
υψηλότερες πιέσεις, το εσωτερικό των αστέρων νετρονίων γίνεται πλούσιο σε
νετρόνια. Οι πυρήνες είναι σταθεροί κάτω από την επίδραση της ακτινοβολίας
ϐ των ηλεκτρονίων που είναι διάχυτα στο πλέγµα Coulomb.

Τα διάφορα µοντέλα για την Καταστατική Εξίσωση κάτω από το όριο εν-
στάλαξης νετρονίων συνοψίζονται στο Σχήµα 1.2.

Σχήµα 1.2: Καταστικές εξισώσεις κάτω από το όριο ενστάλαξης νετρονίων.
(Πηγή : [2], Fig.2.2)
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1.4.2 Καταστατικές Εξισώσεις πάνω από το όριο ενστά-
λαξης νετρονίων

Η καταστατική εξίσωση πάνω από το όριο ενστάλαξης νετρονίων µπορεί
να χωριστεί σε δύο περιοχές : την περιοχή µε πυκνότητες από ρdrip έως ρnucl
(= 2.8 × 1014g/cm3) και στην περιοχή µε πυκνότητες µεγαλύτερες από ρnucl
(ϐλέπε π.χ. [2], Κεφ.8).

Η πρώτη περιοχή, η οποία είναι καλύτερα κατανοητή, αντιστοιχεί σε αστέ-
ϱες νετρονίων που αποτελούνται από πυρήνες πλούσιους σε νετρόνια, τοπο-
ϑετηµένους σε πλέγµα Coulomb, ηλεκτρόνια και ελεύθερα νετρόνια. Με
αύξηση της πίεσης, παρατηρείται αύξηση του αριθµού ελεύθερων νετρονίων.
Για πυκνότητες της τάξης της ρnucl έχουµε ϕαινόµενο σύντηξης πυρήνων.

Η δεύτερη περιοχή δεν είναι ακόµα πλήρως κατανοητή. Η πίεση στην
περιοχή αυτή οφείλεται σε νουκλεόνια (και κυρίως νετρόνια) τα οποία αλλη-
λεπιδρούν µέσω ισχυρών αλληλεπιδράσεων. Σε τόσο µεγάλες πυκνότητες, η
ύπαρξη εξωτικής ύλης είναι πιθανή.

Για να υπολογίσουµε την καταστατική εξίσωση σε πυκνότητες από ρnucl
µέχρι 1015g/cm3 πρέπει πρώτα να υπολογίσουµε το δυναµικό λόγω αλλη-
λεπιδράσεων νουκλεονίου-νουκλεονίου και στη συνέχεια να επιλύσουµε το
πρόβληµα πολλών σωµάτων που προκύπτει. Για πυκνότητες υψηλότερες από
1015g/cm3 έχουµε πιθανή ύπαρξη υπεριονίων και οι αλληλεπιδράσεις µεταξύ
νουκλεονίων πρέπει να αντιµετωπιστούν σχετικιστικά. Κατάλληλες τεχνικές
δεν έχουν ακόµα αναπτυχθεί ικανοποιητικά. Σφάλµατα και αβεβαιότητες
στους υπολογισµούς µας προκύπτουν από την πιθανή ύπαρξη συµπυκνώσεων
πιονίων, ϕαινόµενα υπεραγωγιµότητας πρωτονίων και νετρονίων, µεταβάσεις
ϕάσεων της ύλης σε quarks, κ.λ.π.

Χαρακτηριστικά µοντέλα καταστατικών εξισώσεων πάνω από το όριο εν-
στάλαξης νετρονίων ϕαίνονται στο Σχήµα 1.3.

1.4.3 Πολυτροπικές Καταστατικές Εξισώσεις

Εξαιτίας της προαναφερθείσας πολυπλοκότητας των καταστατικών εξι-
σώσεων των αστέρων νετρονίων, είναι πολλές ϕορές σκόπιµο να τους προ-
σεγγίσουµε µε πολύτροπα, να ϑεωρήσουµε δηλαδή ότι απαρτίζονται από ι-
δανικό αέριο ϕερµιονίων, συγκεκριµένα δηλαδή εδώ, από ιδανικό αέριο νε-
τρονίων (ϐλέπε π.χ. [2], Κεφ.3). Αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να παράξουµε
απλούστερες αριθµητικές λύσεις σχετικά µε τη δοµή τους, τις ταλαντώσεις
και ϕυσικές ποσότητες που τους χαρακτηρίζουν. Η καταστατική εξίσωση
που συνδέει σε αυτή την περίπτωση την πίεση µε την πυκνότητα στο εσωτε-
ϱικό τους καλείται πολυτροπική καταστατική εξίσωση και έχει τη µορφή (για
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Σχήµα 1.3: Καταστικές εξισώσεις πάνω από το όριο ενστάλαξης νετρονίων.
(Πηγή : [2], Fig.8.5a)

περισσότερες λεπτοµέρειες ϐλέπε Παρ. 2.3.1)

P = K%Γ = K%1+ 1
n . (1.1)

Οι παράµετροιK και n ονοµάζονται ¨πολυτροπική σταθερά¨ και ¨πολυτροπικός
δείκτης¨ αντίστοιχα. Ο λεγόµενος ¨αδιαβατικός δείκτης¨, Γ, ορίζεται από τη
σχέση (ϐλέπε π.χ. [4], Εξ.(2.3))

Γ ≡ E + P

P
(
dP

dE
)const.entropy (1.2)

και εν γένει συνδέεται µε τις διαταραχές από την κατάσταση ισορροπίας υπό
σταθερή εντροπία.

Εξάλλου, ο λεγόµενος ¨αδιαβατικός δείκτης σχετιζόµενος µε την καταστα-
τική εξίσωση¨, γ, ορίζεται από τη σχέση (ϐλέπε π.χ. [4], Εξ.(3.12))

γ ≡ E + P

P
(
dP

dE
)EOS. (1.3)

Στην πολυτροπική καταστατική εξίσωση, η συνάρτηση %(r) είναι η πυκνότητα
της µάζας ηρεµίας του αστέρα, η οποία συνδέεται µε την πυκνότητα µάζας-
ενέργειας E σύµφωνα µε την εξίσωση

E = %+ nP. (1.4)
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Η πολυτροπική καταστατική εξίσωση είναι εν γένει η καταστατική εξίσωση
που εκφράζει ένα τέλειο αέριο, το οποίο υποβάλλεται σε µία πολυτροπική
µεταβολή, δηλαδή µία αντιστρεπτή µεταβολή, κατά τη διάρκεια της οποίας
η ειδική ϑερµότητα c = dQ

dT
παραµένει σταθερή. Για n = 0, η συνάρτηση

πυκνότητας %(r) είναι σταθερή παντού στο εσωτερικό του αστέρα. Ισχύει
δηλαδή, %(r) = %c και τότε ο αστέρας ϑεωρείται ως µια ασυµπίεστη σφαίρα
σταθερής πυκνότητας.

1.5 Μάζες και ακτίνες αστέρων νετρονίων

Ο πρώτος υπολογισµός µοντέλων για τη µελέτη των αστέρων νετρονίων
έγινε από τους Oppenheimer και Volkoff [5], οι οποίοι ϑεώρησαν ότι οι αστέ-
ϱες νετρονίων αποτελούνται από ιδανικό αέριο ελεύθερων και εκφυλισµένων
ηλεκτρονίων.

΄Ενα αέριο N ϕερµιονίων σε αστέρα ακτίνας R έχει πυκνότητα n ∼ N/R3.
Ο όγκος ανά ϕερµιόνιο είναι 1/n (σύµφωνα µε την αρχή του Pauli) και σύµ-
ϕωνα µε την αρχή αβεβαιότητας του Heisenberg, η ορµή του κάθε ϕερµιονίου
είναι ∼ ~n1/3. Εποµένως η ενέργεια Fermi ενός σωµατιδίου του εκφυλισµέ-
νου αερίου στο εσωτερικό του αστέρα είναι

EF ∝ ~n1/3c ∝ ~cN1/3

R
. (1.5)

Η ϐαρυτική ενέργεια ανά ϕερµιόνιο είναι

EG ∝ −
GMmB

R
, (1.6)

όπου M = NmB. Ισορροπία στο εσωτερικό του αστέρα επιτυγχάνεται όταν
ελαχιστοποιείται η ολική ενέργεια

E = EF + EG =
~cN1/3

R
− GMmB

R
. (1.7)

Από τον παραπάνω τύπο παρατηρούµε ότι η ενέργεια E ελαττώνεται όσο η
ακτίνα R αυξάνει. Αυτό έχει ως συνέπεια τη µείωση της EF και τα ηλεκτρόνια
τείνουν να γίνουν µη σχετικιστικά, µε EF ∝ p2

F ∝ 1/R2. Τελικά, η EG κυρι-
αρχεί έναντι της EF καθώς αυξάνει η ακτίνα και η ολική ενέργεια E γίνεται
αρνητική ενώ τείνει στο µηδέν καθώς R→∞. Κάποια στιγµή επιτυγχάνεται
ισορροπία για συγκεκριµένη τιµή του R. ΄Οταν η ενέργεια E είναι αρνητική
(π.χ. όταν το N είναι πολύ µεγάλο), η τιµή της µπορεί να ελαττωθεί καθώς
ελαττώνεται η τιµή του Ρ χωρίς να επιτευχθεί ισορροπία µέχρι που ο αστέρας
καταρρέει υπό την επίδραση της ϐαρύτητας. Ο µέγιστος αριθµός ϐαρυονίων



25

για την κατάσταση ισορροπίας καθορίζεται λοιπόν όταν ϑέσουµε E = 0 στην
Εξ. (1.7)

Nmax ∝ (
~c

Gm2
B

)3/2 ∝ 2× 1057, (1.8)

Mmax ∝ NmaxmB ∝ 1.5M�. (1.9)

Η ακτίνα για την κατάσταση ισορροπίας καθορίζεται από τη σχέση (όπου η
µάζα m αναφέρεται είτε στα ηλεκτρόνια είτε στα νετρόνια)

EF ≥ mc2. (1.10)

Χρησιµοποιώντας τις Εξς. (1.8) και (1.10) παίρνουµε

R ≤ ~
mc

(
~c

Gm2
B

)1/2 ∼
{

5× 108cm, m = mB

3× 105cm, m = mn
(1.11)

Υπάρχουν λοιπόν δύο ευδιάκριτες περιοχές κατάρρευσης, µία για πυκνότητες
πάνω από αυτές των λευκών νάνων και µια για πυκνότητες πάνω από τις
πυρηνικές πυκνότητες. Και στις δύο περιπτώσεις Mmax ∝MO.

1.6 Ψύξη Αστέρων Νετρονίων

1.6.1 Μηχανισµοί ψύξης

Αµέσως µετά τη γέννηση ενός αστέρα νετρονίων, τα νουκλεόνια που συν-
ϑέτουν τον πυρήνα του έχουν ενέργειες περί τα 100MeV ανά νουκλεόνιο
πράγµα που συνεπάγεται ϑερµοκρασίες της τάξης των 1012K. Η ϑερµοκρα-
σία αυτή όµως ελαττώνεται µε ταχείς ϱυθµούς, µέσω εκποµπής νετρίνων από
τον αστέρα. Μέσα στα πρώτα δευτερόλεπτα η ϑερµοκρασία πέφτει κάτω από
τους 1011K. Κατά τη διάρκεια αυτών των πρώτων σταδίων της Ϲωής ενός αστέ-
ϱα νετρονίων και όσο η ϑερµοκρασία είναι µεγαλύτερη από 109K, νετρίνα
παράγονται συνεχώς στο εσωτερικό του, µέσω του µηχανισµού URCA (ϐλέπε
π.χ. [2], Κεφ.11)

n→ p+ e− + ν̄e, e
− + p→ n+ νe. (1.12)

΄Οταν η ϑερµοκρασία πέσει κάτω από τους 109K, έχουµε εκφυλισµό των
ηλεκτρονίων, πρωτονίων και νετρονίων. Τα νετρόνια είναι πολύ περισσότερα
από τα ηλεκτρόνια και τα πρωτόνια, µε αποτέλεσµα οι αντιδράσεις στις URCA
να µην διατηρείται η ορµή. Αυτό οδηγεί στις λεγόµενες τροποποιηµένες
αντιδράσεις URCA

n+ n→ n+ p+ e− + ν̄e, n+ p+ e− → n+ n+ νe, (1.13)
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καθώς και στις αντιδράσεις µιονικών νετρίνων

n+ n→ n+ p+ µ− + ν̄µ, n+ p+ µ− → n+ n+ νµ, (1.14)

οι οποίες λαµβάνουν χώρα όταν µe > mµc
2 (ρ ≥ 8× 1014g/cm3). Αντίστοιχες

αντιδράσεις που συµπεριλαµβάνουν τ -νετρίνα δεν πραγµατοποιούνται στους
αστέρες νετρονίων, καθώς µτc2 = 1784MeV >> µe.
΄Οταν η ϑερµοκρασία πέσει ακόµη περισσότερο (µέσα στο χρονικό διάστηµα
από 10y εως 104y µετά τη γέννηση του αστέρα), µηχανισµοί λιγότερο ευ-
αίσθητοι στις µεταβολές τις ϑερµοκρασίας λαµβάνουν χώρα (ϐλέπε π.χ. [2],
Κεφ.11).

1. Πέδηση νουκλεονικού Ϲεύγους: Μηχανισµός κατά τον οποίο όταν έ-
να ηλεκτρόνιο σκεδαστεί από πυρήνα το αποτέλεσµα δεν είναι η εκποµπή ενός
ϕωτονίου, όπως ϑα ήταν αναµενόµενο, αλλά ένα Ϲεύγος νετρίνου-αντινετρίνου
(µε ϱυθµό της αντίδρασης ανάλογο του T 8):

n+ n→ n+ n+ ν + ν̄, n+ p→ n+ p+ ν + ν̄. (1.15)

2. Πέδηση Ϲεύγους νετρίνων: Ο παραπάνω µηχανισµός οφείλεται κυρί-
ως σε πυρήνες του ϕλοιού

e− + (Z,A)→ e− + (Z,A) + ν + ν̄. (1.16)

3. Πιονικές αντιδράσεις: Η ύπαρξη πιονίων στον πυρήνα του αστέρα
νετρονίων οδηγεί σε αύξηση του ϱυθµού πτώσης της ϑερµοκρασίας

N → N ′ + e− + ν̄e. (1.17)

Στην παραπάνω αντίδραση τα σωµατίδια N και N ′ είναι γραµµικοί συν-
δυασµοί νετρονίων και πρωτονίων µέσα στη ¨θάλασσα¨ πιονίων στο εσωτερικό
του αστέρα. Τα πιόνια ϐοηθούν στη διατήρηση της ορµής και της ενέργειας.
Μια πιο απλοποιηµένη µορφή των παρακάτω αντιδράσεων είναι η εξής

π− + n→ n+ e− + ν̄e, π
− + n→ n+ µ− + ν̄µ. (1.18)

4. Ακτινοβολία ϐ των κουάρκ: Εάν ο πυρήνας των αστέρων νετρονίων
αποτελείται κυρίως από κουάρκ, τότε η εκποµπή νετρίνων γίνεται µέσω ακτι-
νοβολίας ϐ εκφυλισµένων σχετικιστικών κουάρκ. Η πιο συνήθης αντίδραση
είναι

d→ u+ e− + ν̄e, u+ e− → d+ νe. (1.19)

Η ύπαρξη s κουάρκ οδηγεί σε επιπρόσθετες αντιδράσεις της µορφής

s→ u+ e− + ν̄e, u+ e− → d+ νe. (1.20)
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Μια ¨ποιοτική¨ εικόνα της ψύξης ενός αστέρα νετρονίων είναι συνοπτικά η
εξής : αρχικά η ϑερµοκρασία του αστέρα µειώνεται µέσω των αντιδράσεων
URCA, στη συνέχεια µέσω των ¨τροποποιηµένων¨ αντιδράσεων URCA, µετά
µέσω του ¨µηχανισµού πέδησης Ϲεύγους¨ (pair bremsstrahlung) και τέλος
µέσω ϑερµικής εκποµπής ϕωτονίων. Πιθανή ύπαρξη εξωτικής ύλης στο ε-
σωτερικό των αστέρων νετρονίων σηµαίνει µεγαλύτερους ϱυθµούς πτώσης της
ϑερµοκρασίας.

1.7 Περιστροφή Αστέρων Νετρονίων

1.7.1 Σφαιροειδή Maclauren

Η περιστροφή των αστέρων νετρονίων µπορεί να προσεγγιστεί ϑεωρητικά
µε την περιστροφή των σφαιροειδών MacLaurin (ϐλέπε π.χ. [2], Κεφ.7). Είναι
η πιο απλή µορφή οµογενών σφαιροειδών τα οποία περιστρέφονται µε οµοιό-
µορφη γωνιακή ταχύτητα Ω. Το ϐαρυτικό δυναµικό σε κάθε σηµείο (x, y, z)
στο εσωτερικό ενός τέτοιου ελλειψοειδούς δίνεται από τη σχέση

Φ = −πGρ[A = A1x
2 − A2y

2 − A3z
2], (1.21)

όπου τα A εξαρτώνται µόνο από το σχήµα του σφαιροειδούς και συνδέονται
µε τη σχέση

A1 + A2 + A3 = 2. (1.22)

Η παραπάνω σχέση προκύπτει από την εξίσωση Poisson

∇2Φ = 4πGρ, ρ = const. (1.23)

Το Φ µπορεί να ϐρεθεί επίσης και από τη συνάρτηση Green

Φ = −Gρ
∫

d3x′

|~x− ~x′|
. (1.24)

Σε σφαιρικές πολικές συντεταγµένες είναι

1

|~x− ~x′|
=
∞∑
l=0

rl<
rl+1
>

Pl(cosθ)Pl(cosθ
′), (1.25)

όπου Pl είναι τα πολυώνυµα Legendre. Λόγω αζιµουθιακής συµµετρίας, οι
όροι που εξαρτώνται από τη µεταβλητή φ δε συνεισφέρουν στην Εξ.(1.24).
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Κατόπιν υπολογισµών, ϐρίσκουµε

A1 = A2 =
1− e2

e3
sin−1e− 1− e2

e2

A3 =
2

e2
− 2(1− e2)1/2

e3
sin−1e

A =
2α2(1− e2)1/2

e
sin−1e.

(1.26)

Η εκκεντρότητα του σφαιροειδούς δίνεται από τον τύπο

e2 ≡ 1− c2

α2
. (1.27)

΄Ενα οµοιόµορφα περιστρεφόµενο σφαιροειδές ικανοποιεί την εξίσωση
d~v

dt
= −1

ρ
∇P −∇Φ, (1.28)

όπου ~v = ~Ω × ~r. Εάν ϑεωρήσουµε ότι το Ω έχει τη διεύθυνση του άξονα z
τότε η Εξ.(1.28) γίνεται

d~v

dt
= −Ω2(x~ex + y~ey) = ~Ω× (~Ω× ~r). (1.29)

Η Εξ.(1.29) µας δίνει τη λεγόµενη κεντροµόλο επιτάχυνση του ϱευστού. Η
κεντρική πυκνότητα του σφαιροειδούς δίνεται κατόπιν υπολογισµών από την
εξίσωση

P0 = πGρ2c2A3. (1.30)
Η γωνιακή ταχύτητα δίνεται από τη σχέση

Ω2 = 2πGρ(A1 −
A3c

2

α2
), (1.31)

η ϱοπή αδράνειας ισούται µε

I =
2

5
Mα2, (1.32)

όπου
M =

4

3
πα3(1− e2)(1/2)ρ, (1.33)

και η στροφορµή
J = IΩ. (1.34)

Τέλος, η κινητική ενέργεια δίνεται από τη σχέση

T =
1

2
IΩ2. (1.35)

΄Ενα σφαιροειδές Maclaurin είναι δυναµικά ασταθές (w20), όταν e > 0.952887
που αντιστοιχεί σε T/|W | > 0.2738, ενώ είναι ασταθές (ω = 0), όταν e =
0.812670, T/|W | = 0.1375.
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1.7.2 ∆ιαφορική περιστροφή Αστέρων Νετρονίων

Οι νεαροί αστέρες νετρονίων γεννιούνται συνήθως περιστρεφόµενοι δια-
ϕορικά. Η διαφορική περιστροφή τους δίνει τη δυνατότητα να συγκρατήσουν
µεγαλύτερη µάζα σε κατάσταση ισορροπίας σε σύγκριση µε µη περιστρεφόµε-
νους ή οµοιόµορφα περιστρεφόµενους αστέρες νετρονίων, σύµφωνα µε τη
Γενική Θεωρία της Σχετικότητας. ΄Ενας τέτοιος αστέρας ϕαίνεται αρχικά ευ-
σταθής έναντι της ϐαρυτικής κατάρρευσης όµως, στη συνέχεια, ο συνδυασµός
των ϕαινοµένων της µαγνητικής πέδησης και του ιξώδους οδηγεί σε οµοιό-
µορφη περιστροφή και τελικά σε κατάρρευση του αστέρα που συνεπάγεται
την εκποµπή ϐαρυτικών κυµάτων και ακτίνων γ.

1.8 Μαγνητικά πεδία Αστέρων Νετρονίων

Οι αστέρες νετρονίων έχουν πολύ υψηλές ϑερµοκρασίες όταν δηµιουρ-
γούνται. Τα νετρόνια στο εσωτερικό τους, αποτελώντας ένα πυκνό ϱευστό,
αναταράσσονται, όπως τα µόρια νερού που ϐράζει, εκλύοντας ϑερµότητα.
Μια τέτοια κίνηση ονοµάζεται ¨µεταγωγή ϑερµότητας¨ (convection). Αυτό το
πολύ ϑερµό και πυκνό ϱευστό µπορεί παράλληλα να δηµιουργήσει ηλεκ-
τρικά ϱεύµατα, γιατί περιέχει εκτός από νετρόνια, ορισµένα ηλεκτρόνια και
πρωτόνια. Είναι δηλαδή αγωγός ηλεκτρικού ϱεύµατος.

Εάν ο αστέρας νετρονίων γεννηθεί περιστρεφόµενος πολύ γρήγορα, τα
συνδυαζόµενα ϕαινόµενα της περιστροφής και της µεταγωγής ϑερµότητας εί-
ναι υπεύθυνα για τη δηµιουργία του µαγνητικού πεδίου του αστέρα µέσω ενός
πολύπλοκου µηχανισµού, γνωστού ως δυναµό. Μετά τα πρώτα 10−20sec από
τη γέννησή του, ο αστέρας αρχίζει να ψύχεται και το ϕαινόµενο της µεταγω-
γής και του δυναµό γίνονται ασθενέστερα. ΄Εχει ήδη όµως δηµιουργηθεί ένα
πολύ ισχυρό µαγνητικό πεδίο το οποίο διατηρείται εξαιτίας του υπέρρευστου
υγρού νετρονίων και πρωτονίων στο εσωτερικό του αστέρα (ϐλέπε π.χ. [2],
Κεφ.7 και 10 και [1], Κεφ.23).

Οι δυναµικές γραµµές του µαγνητικού πεδίου του αστέρα νετρονίων εκτεί-
νονται κατά µήκος του Ισηµερινού (τοροειδές µαγνητικό πεδίο) αλλά και
κατά τη διεύθυνση Βορρά-Νότου (πολοειδές µαγνητικό πεδίο). Το τοροει-
δές µαγνητικό πεδίο παρατηρείται µόνο στο εσωτερικό του αστέρα.

Θεωρούµε συνήθως ότι ένας αστέρας νετρονίων έχει διπολικό µαγνητικό
πεδίο του οποίου ο άξονας δεν ταυτίζεται µε τον άξονα περιστροφής του αστέ-
ϱα. Η ηλεκτροµαγνητική εκποµπή ενός αστέρα νετρονίων οδηγεί σε µείωση
της περιστροφικής του ενέργειας, µε αποτέλεσµα τη µείωση του ϱυθµού περι-
στροφής του αστέρα, πράγµα που µας επιτρέπει να µετρήσουµε το µαγνητικό
του πεδίο. Ο ϱυθµός ελάττωσης της στροφορµής είναι µόνο 1/1000000 του
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δευτερολέπτου στα 100 χρόνια και παρόλο που είναι πολύ µικρός µπορεί να
µετρηθεί µε υψηλή ακρίβεια στην περιοχή των ϱαδιοσυχνοτήτων του ηλεκτρο-
µαγνητικού ϕάσµατος. Υποθέτοντας ένα απλό µοντέλο διπόλου, ο ϱυθµός
ελάττωσης της στροφορµής είναι ανάλογος προς το B2/P , όπου P είναι η
περίοδος περιστροφής και B είναι η ένταση του µαγνητικού πεδίου.

Σε µερικές περιπτώσεις το µαγνητικό πεδίο µπορεί να µετρηθεί άµεσα
(αυτή είναι η τεχνική που χρησιµοποιείται στις πρόσφατες ερµηνείες των
παρατηρήσεων RXTE). Εντούτοις, η σχέση µεταξύ του ποσοστού επιβράδυν-
σης και των ενεργειακών απωλειών δεν είναι τόσο απλή για τους παλµικούς
αστέρες που εκπέµπουν ακτίνες X. Σε ένα ισχυρό µαγνητικό πεδίο, τα ηλε-
κτρόνια αναγκάζονται να κινηθούν κατά µήκος των µαγνητικών δυναµικών
γραµµών. ΄Οταν όµως το µαγνητικό πεδίο αναγκάζει τα ηλεκτρόνια να κινη-
ϑούν σε εγκάρσια κατεύθυνση και µήκος µικρότερο από το µήκος κύµατος
de Broglie, τότε τα κβαντικά ϕαινόµενα δεν είναι πλέον αµελητέα. Η εγκάρ-
σια κίνηση είναι κβαντισµένη µε διακριτά ενεργειακά επίπεδα, τα επίπεδα
Landau.

Στην περίπτωση αυτή η µέτρηση του µαγνητικού πεδίου επιτυγχάνεται µε
τη µέτρηση της συχνότητας κατά την εκποµπή ϕωτονίου όταν τα ηλεκτρόνια
µεταπηδούν µεταξύ των ενεργειακών σταθµών Landau. Τυπικά οι ϕασµα-
τικές αυτές γραµµές ανήκουν στην περιοχή των σκληρών ακτίνων X και η
ενέργεια των ϕωτονίων τους είναι αρκετές δεκάδες KeV. Οι αστέρες νετρο-
νίων έχουν πολύ ισχυρά µαγνητικά πεδία, της τάξης των 100 εκατοµµυρίων
Tesla, που είναι περίπου έξι τάξεις µεγέθους µεγαλύτερα από το ισχυρότερο
µαγνητικό πεδίο ενός κανονικού αστέρα ή αυτού που µπορεί να παραχθεί
εργαστηριακά. Η ακριβής εξήγηση των ισχυρών µαγνητικών πεδίων που ϐρί-
σκονται στους pulsars είναι µια µεγάλη πρόκληση για τους ϑεωρητικούς
αστροφυσικούς. ∆έκα χρόνια πριν, ο Robert Duncan από το πανεπιστήµιο
του Τέξας και ο Christopher Thompson από το πανεπιστήµιο της ϐόρειας
Καρολίνας έδειξαν ότι κατά τη διάρκεια του σχηµατισµού ενός αστέρα νετρο-
νίων, το ϕαινόµενο της µεταγωγής ϑερµότητας σε συνδυασµό µε την ταχύτατη
περιστροφή δηµιουργούν µαγνητικά πεδία µέχρι και 1015G (οπότε έχουµε
τους λεγόµενους magnetars).

1.8.1 Κρίσιµο πεδίο

Μέσα σε µαγνητικό πεδίο ένα ϕορτισµένο σωµάτιο, π.χ. ηλεκτρόνιο ή
πρωτόνιο, κινείται διαγράφοντας ελικοειδή τροχιά µε συγκεκριµένη συχνότη-
τα, την κυκλοτρονική συχνότητα, η οποία είναι ανάλογη της εντάσεως του
µαγνητικού πεδίου. Στην περίπτωση πεδίων τόσο ισχυρών όσο αυτών των
αστέρων νετρονίων, η κυκλοτρονική συχνότητα ϐρίσκεται στην περιοχή των
ακτίνων X και όταν το πεδίο είναι 4.414 × 1013G, η κυκλοτρονική ηλεκτρο-
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νική ενέργεια (Eec = hfc) ισούται µε την ενέργειας της µάζας ηρεµίας του
ηλεκτρονίου. Το πεδίο αυτό ονοµάζεται ¨κρίσιµο πεδίο¨ (critical field) και
το µέτρο της εντάσεώς του δίνεται από τον τύπο Bc = m2c3/e~. Για τιµές
πεδίων πάνω από αυτή την κρίσιµη τιµή παρατηρούνται ϕαινόµενα όπως δι-
αίρεση ϕωτονίου, ϕαινόµενο κατά το οποίο ϕωτόνιο διαιρείται σε δύο ϕωτόνια
χαµηλότερης ενέργειας, µηχανισµός παραγωγής Ϲευγών ϕωτονίων κ.λπ.

Στα πεδία των αστέρων νετρονίων, τα σχετικιστικά ϕαινόµενα είναι πάντα
σηµαντικά για τα ηλεκτρόνια, για τα οποία το κρίσιµο πεδίο έχει τιµή 4.413×
1013G, ενώ για τα πρωτόνια το κρίσιµο πεδίο είναι 1.43× 1020G.

1.8.2 Προέλευση µαγνητικών πεδίων των αστέρων νετρο-
νίων.

Το ϐασικό ερώτηµα που τίθεται εδώ είναι : ποια είναι η πηγή του µαγνητι-
κού πεδίου των αστέρων νετρονίων· Η προέλευση των µαγνητικών πεδίων των
αστέρων νετρονίων είναι ακόµη ένα ανοιχτό Ϲήτηµα. Τα µαγνητικά πεδία που
µπορούν να υπολογιστούν από τους ϱυθµούς επιβράδυνσης των παλµικών
αστέρων κυµαίνονται από 5 × 1013 έως 1018G. Αυτές όµως οι τιµές είναι εν-
δεικτικές µιας µέσης τιµής των µαγνητικών πεδίων και της τιµής κοντά στην
αστρική επιφάνεια. Φάσµατα ακτίνων X διαφόρων παλµικών αστέρων έχουν
πρόσφατα συνεισφέρει στη λεπτοµερέστερη µελέτη των µαγνητικών πεδίων
των αστέρων νετρονίων κοντά στην επιφάνεια αυτών. Για παράδειγµα, οι
γραµµές απορρόφησης του ϕάσµατος του 1E1207.4 − 5209 οδήγησαν στον
υπολογισµό του µαγνητικού πεδίου κοντά στην επιφάνεια : Bs ∼ 1.5× 1014G
[116]. Η µέση τιµή του µαγνητικού πεδίου (µαγνητικό πεδίο διπόλου) υπο-
λογίστηκε από το ϱυθµό επιβράδυνσης : Bd ∼ (2 − 4) × 1012G ([117]). ΄Ε-
να ακόµη παράδειγµα είναι αυτό του PSRB1821 − 24. Το 2002 ο Becker
παρατήρησε γραµµή εκποµπής, στο ϕάσµα ακτίνων X του αστέρα, η οποία
ερµηνεύτηκε ως κυκλοτρονική εκποµπή από κορώνα πάνω από την περιοχή
των πόλων του παλµικού αστέρα. Η δηµιουργία της γραµµής αυτής οφείλεται
σε µαγνητικό πεδίο Bs ∼ 3×1011G κοντά στην επιφάνεια του παλµικού αστέ-
ϱα, το οποίο είναι περίπου δύο τάξεις µεγέθους µεγαλύτερο από το διπολικό
µαγνητικό πεδίο του αστέρα.

Τέτοια παραδείγµατα αποδεικνύουν ότι τα µαγνητικά πεδία κοντά στην
επιφάνεια των αστέρων νετρονίων έχουν συνήθως εντάσεις µεγαλύτερες των
διπολικών µαγνητικών πεδίων. Τα τελευταία είναι υπεύθυνα για την επι-
ϐράδυνση των αστέρων νετρονίων. Παρατηρήσεις παλµικών αστέρων που
εκπέµπουν ισχυρά στην περιοχή των ϱαδιοκυµάτων αποδεικνύουν επίσης
διαφορές στην τιµή των µαγνητικών πεδίων επιφανείας και των διπολικών
µαγνητικών πεδίων.
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Το παραπάνω συµπέρασµα µπορεί να εξηγηθεί εάν το µαγνητικό πεδίο
των αστέρων νετρονίων οφείλεται στο µηχανισµό δυναµό λόγω τυρβωδών κι-
νήσεων. Ο µηχανισµός αυτός ουσιαστικά οφείλεται στην αστρική ιδιοπερι-
στροφή της οποίας ο ϱυθµός δηµιουργεί τις απαιτούµενες τυρβώδεις κινή-
σεις, εάν είναι αρκετά υψηλός. Είναι πλέον γενικά αποδεκτό ότι οι πρω-
τοαστέρες νετρονίων (PNSs) υπόκεινται αµέσως µετά τη γέννησή τους σε υ-
δροδυναµικές αστάθειες, οι οποίες συνδέονται µε ϕαινόµενα µεταγωγής ϑερ-
µότητας τα οποία µπορούν να διαρκέσουν περίπου 30− 40sec ([118], [119]).

Η πλειονότητα των αστροφυσικών υπέθεσαν αρχικά ότι το µαγνητικό πεδίο
είναι το υπόλειµµα του µαγνητικού πεδίου του αστέρα πριν την έκρηξη του
υπερκαινοφανούς. Οι κανονικοί αστέρες έχουν ισχυρά µαγνητικά πεδία.
Εκτιµάται ότι το τοροειδές µαγνητικό πεδίο είναι περί τα 5 × 109G, ενώ η
ακτινική συνιστώσα είναι της τάξης των 106G. ΄Οταν ένας τέτοιος αστέρας
καταρρεύσει, το µαγνητικό πεδίο, εντάσεως B, αυξάνει αντιστρόφως ανάλογα
µε το τετράγωνο της ακτίνας του αστέρα. Αφού οι αστέρες νετρονίων έχουν
πολύ µικρές ακτίνες, τα µαγνητικά τους πεδία είναι λοιπόν πολύ µεγάλα. Η
ύπαρξη ισχυρών µαγνητικών πεδίων είναι δυνατή, παρά την ύπαρξη υπερα-
γώγιµων πρωτονίων (τα οποία είναι διαµαγνητικά), λόγω του (εκφυλισµένου)
αερίου ηλεκτρονίων κοντά στην επιφάνεια. Εντούτοις, η µεγάλη τιµή της έ-
ντασης του µαγνητικού πεδίου ενός αστέρα νετρονίων δεν µπορεί να εξηγηθεί
µόνο από το παραπάνω ϕαινόµενο.

Η ταχύτατη περιστροφή των αστέρων νετρονίων οφείλεται στη διατήρηση
της στροφορµής. Καθώς ο αστέρας περιστρέφεται, επιταχύνει ϕορτισµένα
σωµάτια στο χώρο γύρω του και αυτά εκπέµπουν ακτινοβολία. Αυτή η ακτι-
νοβολία µπορεί να κυµανθεί από το οπτικό ϕάσµα ως το ϕάσµα ακτίνων X,
αν και συχνά ανιχνεύονται και ϱαδιοσυχνότητες. Η ενέργεια των παλµών που
εκπέµπουν οι παλµικοί αστέρες προέρχεται από το µαγνητικό τους πεδίο.

Στο εσωτερικό ενός αστέρα ϑερµές ποσότητες υπέρπυκνου και ιονισµέ-
νου ϱευστού ανυψώνονται και ψυχρές ϐυθίζονται. Επειδή το ϱευστό αυτό
είναι ηλεκτρικά αγώγιµο, οι µαγνητικές δυναµικές γραµµές που το διαπερ-
νούν παρασύρονται µαζί του καθώς αυτό κινείται. Η µορφή του µαγνητικού
πεδίου έτσι αλλάζει και η έντασή του αυξάνει. Το ϕαινόµενο αυτό που εί-
ναι γνωστό ως ϕαινόµενο δυναµό, πιστεύεται ότι είναι εκείνο που γεννά το
µαγνητικό πεδίο των αστέρων και των πλανητών. Το ϕαινόµενο δυναµό εί-
ναι ουσιαστικά άµεση απόρροια των νόµων του Maxwell και στηρίζεται στην
περιστροφή των νετρονίων, ηλεκτρονίων και πρωτονίων, υπό µορφή ϱευστού,
στο εσωτερικό του αστέρα, πράγµα που έχει ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία
µαγνητικού πεδίου. Το µαγνητικό πεδίο που δηµιουργείται έχει διάνυσµα
εντάσεως κάθετο στο επίπεδο περιστροφής του αστέρα και οι δυναµικές του
γραµµές εκτείνονται κατά µήκος του Ισηµερινού (τοροειδές µαγνητικό πεδίο)
αλλά και κατά τη διεύθυνση Βορρά-Νότου (πολοειδές µαγνητικό πεδίο). Το
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τοροειδές µαγνητικό πεδίο παρατηρείται µόνο στο εσωτερικό του πυρήνα του
αστέρα.

Ο µηχανισµός αυτός ϑα µπορούσε να λειτουργεί κατά τη διάρκεια κάθε
ϕάσης της Ϲωής ενός αστέρα µεγάλης µάζας, τουλάχιστον όταν ο πυρήνας
περιστρέφεται αρκετά γρήγορα. Κατά τη διάρκεια µιας σύντοµης περιόδου
αφότου ο αστέρας µετατραπεί σε αστέρα νετρονίων, η διάδοση ϑερµότητας µε
µεταφορά είναι ιδιαίτερα ϐίαιη. Κάτι τέτοιο αποδείχθηκε για πρώτη ϕορά µε
εξοµοίωση σε υπολογιστή το 1986 από τον Adam Burrows του πανεπιστηµίου
της Arizona και τον James M. Lattimer του πανεπιστηµίου της Νέας Υόρκης
στο Stony Brook. Οι τελευταίοι ϐρήκαν ότι οι ϑερµοκρασίες σε ένα νεογέννητο
αστέρα νετρονίων ξεπερνούν τους 30 δισεκατοµµύρια ϐαθµούς Kelvin.

1.9 Βαρυτική Ακτινοβολία

Η Γενική Θεωρία της Σχετικότητας, που διατύπωσε ο Albert Einstein το
1916, προβλέπει ότι κάθε µάζα δηµιουργεί καµπύλωση στο χωροχρόνο. ΄Οσο
πιο µεγάλη µάζα έχει ένα σώµα, τόσο πιο µεγάλη καµπύλωση δηµιουργεί.
Κύµατα ϐαρύτητας παράγονται από κάθε ασύµµετρη µεταβολή του ϐαρυ-
τικού πεδίου (ϐλέπε π.χ. [6], [7]).

Τα κύµατα ϐαρύτητας είναι ¨κυµατισµοί¨ του ϐαρυτικού πεδίου ή, ακόµη
καλύτερα, του χωροχρόνου και κινούνται µε την ταχύτητα του ϕωτός. Είναι
η ασθενέστερη µορφή ακτινοβολίας στη ϕύση. Στην κλασική ϑεωρία του
Νεύτωνα για τη ϐαρύτητα, κάθε µεταβολή του ϐαρυτικού πεδίου ϑα γινόταν
αισθητή αυτόµατα σε κάθε σηµείο του Σύµπαντος, ενώ, µε ϐάση τη ϑεωρία της
Σχετικότητας, η πληροφορία για την αλλαγή του ϐαρυτικού πεδίου διαδίδεται
στον χώρο µε πεπερασµένη ταχύτητα, την ταχύτητα του ϕωτός.

Πώς όµως µπορούµε να συλλάβουµε την ιδέα της παραµόρφωσης του
κενού χώρου; Σύµφωνα µε τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας, η ϐαρύτη-
τα και ο χωροχρόνος δεν είναι δύο έννοιες ανεξάρτητες : η ϐαρύτητα που
δηµιουργεί ένα υλικό σώµα καµπυλώνει τον περιβάλλοντα χώρο.

Αυτοί οι αόρατοι κυµατισµοί ταξιδεύουν προς τη Γη µε την ταχύτητα του
ϕωτός και µεταφέρουν µαζί τους πολύτιµες πληροφορίες για την προέλευσή
τους και τη ϕύση της ϐαρύτητας, που κρύβει µέχρι σήµερα µεγάλα µυστήρια.
Μας ϐοηθούν επίσης να κατανοήσουµε κάποιους από τους πιο ϐασικούς νό-
µους της Φυσικής και µας δίνουν πληροφορίες για σηµαντικά γεγονότα στο
Σύµπαν, όπως ο ϑάνατος αστέρων και η δηµιουργία µελανών οπών. Χρησι-
µοποιώντας αυτές τις πληροφορίες, έχουµε τη δυνατότητα να µελετήσουµε το
Σύµπαν, τη γέννησή του και την εξέλιξή του.

Οι σηµαντικότερες πηγές ϐαρυτικών κυµάτων είναι οι µελανές οπές, η
συγχώνευση γαλαξιών και τα διπλά συστήµατα αστέρων νετρονίων.



34

Μέχρι το πρόσφατο παρελθόν, τα ϐαρυτικά κύµατα αποτελούσαν µόνο
προβλέψεις και µόνο έµµεσα µπορούσαµε να στοιχειοθετήσουµε την ύπαρξή
τους. Στις 14 Σεπτεµβρίου 2015, ανιχνεύθηκαν για πρώτη ϕορά κύµατα
ϐαρύτητας, επιβεβαιώνοντας τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας του Ein-
stein. Τα κύµατα ϐαρύτητας ανιχνεύθηκαν µε το διπλό ανιχνευτή ϐαρυτικών
κυµάτων LIGO (https://www.ligo.caltech.edu/news/ligo20160211) του ο-
ποίου η λειτουργία στηρίζεται στις αρχές της ιντερφεροµετρίας και προήλθαν
από τη συγχώνευση δυο µελανών οπών που συνέβη περίπου 1.3 δισεκατοµ-
µύρια χρόνια πριν. Το ϕαινόµενο της σύγκρουσης δυο µελανών οπών είχε
προβλεφθεί, αλλά δεν είχε ποτέ ανιχνευθεί πειραµατικά εως σήµερα.

Σύµφωνα µε τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας, όταν ένα Ϲεύγος µελανών
οπών περιστρέφεται γύρω από το κέντρο µάζας του συστήµατος, ενέργεια
χάνεται µέσω της εκποµπής ϐαρυτικής ακτινοβολίας, µε συνέπεια οι µελανές
οπές να πλησιάζουν σταδιακά µεταξύ τους και τελικά συγκρούονται µε ταχύ-
τητες που προσεγγίζουν το µισό της ταχύτητας του ϕωτός και συγχωνεύινται σε
µια µελανή οπή. Μέρος της µάζας τους µετατρέπεται τότε σε ενέργεια η οποία
απελευθερώνεται µε τη µορφή ϐαρυτικής ακτινοβολίας. Ο ανιχνευτής LIGO
ανίχνευσε τις πολύ µικρές διακυµάνσεις (διαστολή και συστολή του χωρο-
χρόνου κατά ένα χιλιοστό του µεγέθους ενός πρωτονίου) τις οποίες προκάλε-
σαν τα κύµατα ϐαρύτητας στο χωροχρόνο και έφτασαν έως τη Γη.

Σήµερα πιστεύεται ότι στα διπλά συστήµατα αστέρων νετρονίων όπου οι
αστέρες περιστρέφονται σε µικρή απόσταση ο ένας γύρω από τον άλλο, το
ισχυρό πεδίο ϐαρύτητας του αστέρα νετρονίων έλκει τα αέρια που σχηµατίζουν
την εξωτερική επιφάνεια του γείτονά του. Καθώς περιστρέφονται, επιταχύνο-
νται και ϑερµαίνονται, τα αέρια εκπέµπουν ακτίνες X µε ένα χαρακτηριστικό
ϱυθµό, ο οποίος ¨προδίδει¨ την παραµόρφωση του περιβάλλοντος χώρου.

Στο µέλλον, νέοι ανιχνευτές ϐαρυτικών κυµάτων αναµένεται να δώσουν
νέες πειραµατικές µετρήσεις, όπως ο ανιχνευτής LISA (laser interferometer
space antenna), ο οποίος αναµένεται να σταλεί εκ νέου το 2034 στο διάστηµα
από την ESA για την ανίχνευση ακόµα και πολύ ασθενών ϐαρυτικών κυµάτων.

Αξίζει να αναφερθεί ότι οι πρώτες πειραµατικές ενδείξεις σχετικά µε την
ύπαρξη ϐαρυτικών κυµάτων ήταν στις αρχές του 1979, όταν οι J.H. TayIor,
L.A. FowIer και R.M. McCuIIoch,οι οποίοι εκτελούσαν παρατηρήσεις στο ϱα-
διοαστεροσκοπείο του Αρεσίβο, στο Πόρτο Ρίκο, ανέφεραν ότι η κίνηση του
διπλού συστήµατος αστέρων PSR 1913+16 που κατέγραφαν, εµφάνιζε ορισµέ-
να χαρακτηριστικά ενδεικτικά της περίπτωσης εκποµπής ϐαρυτικής ακτινο-
ϐολίας. Το εν λόγω διπλό σύστηµα αποτελείται από έναν παλµικό αστέρα και
έναν ακόµα συµπαγή αστέρα και διαπιστώθηκε ότι η τροχιακή τους περίοδος
ελαττωνόταν ακριβώς µε το ϱυθµό που αναµένεται στην περίπτωση που υπάρ-
χει εκποµπή ϐαρυτικής ακτινοβολίας. Το κρίσιµο σηµείο έγκειται στο ότι η
µείωση της τροχιακής περιόδου του διπλού συστήµατος συµφωνούσε µε την
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πρόβλεψη της Γενικής Θεωρίας της Σχετικότητας.

1.9.1 Η χρονική κλίµακα τGW

Ο χαρακτηριστικός χρόνος επιβράδυνσης ενός αστέρα νετρονίων λόγω εκ-
ποµπής ϐαρυτικών κυµάτων ορίζεται ως

τGW ≡ J/(2J̇GW ) (1.36)

οπότε προκύπτει

1/τGW = 5.50× 10−13s−1(
εB

10−7
)2(

vs
kHz

)4. (1.37)

1.10 Ταλαντώσεις αστέρων νετρονίων

Η µελέτη των ταλαντώσεων των αστέρων νετρονίων µπορεί να ϕανεί πολύ
χρήσιµη για την εξαγωγή συµπερασµάτων σχετικά µε τη δοµή και τη σύσταση
των αστέρων νετρονίων, τον καθορισµό των καταστατικών εξισώσεων, αλλά και
για τη µελέτη των ϐαρυτικών πεδίων και συνεπώς των ϐαρυτικών κυµάτων
που εκτιµούµε ότι εκπέµπουν.

Οι τρεις ϐασικοί τρόποι ταλάντωσης ενός αστέρα γενικότερα είναι οι εξής :

• p-modes ή pressure modes, έχουν ως αιτία τις διακυµάνσεις πίεσης
στο εσωτερικό του αστέρα και καθορίζονται από την τοπική ταχύτητα
του ήχου, γι΄ αυτό λέγονται και αλλιώς ακουστικοί τρόποι ταλάντωσης.
΄Εχουν µεγάλη εξάρτηση από την πυκνότητα και τη ϑερµοκρασία του
αστέρα. Οι τυπικές περίοδοι ταλάντωσης είναι περί τα 0.1ms.

• g-modes ή gravity modes, είναι ταλαντώσεις που πραγµατοποιούνται
εξαιτίας της ϐαρύτητας και της άνωσης ως δύναµης επαναφοράς. Συ-
νήθως δηµιουργούνται στα εσώτερα µέρη του αστέρα και έχουν τυπικές
περιόδους από 10 έως 400ms αν και οι περίοδοι αυτές µπορεί σε κάποιες
περιπτώσεις να είναι της τάξης των s.

• f-modes ή ϑεµελιώδεις τρόποι ταλάντωσης, είναι ουσιαστικά g-modes
που πραγµατοποιούνται στην επιφάνεια του αστέρα (είναι κυµατώσεις
παρόµοιες µε αυτές που δηµιουργούνται από διαταραχή στην επιφάνεια
ενός υγρού). Οι τυπικές περίοδοι κυµαίνονται από 0.1 έως 0.8ms.

Συγκεκριµένα, στους αστέρες νετρονίων εµφανίζονται και άλλοι τρόποι ταλά-
ντωσης (s-modes, i-modes, t-modes, r-modes, w-modes) λόγω εξαιρετικά
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υψηλών πιέσεων και πυκνοτήτων, καταστάσεων υπερρευστότητας, σχετικιστι-
κών ϕαινοµένων κ.ά.

Το ενδιαφέρον µας στην παρούσα µελέτη εντοπίζεται στους λεγόµενους
"w τρόπους ταλάντωσης¨ (w modes) που οφείλονται στην εκποµπή ϐαρυ-
τικής ακτινοβολίας και αποτελούν ένα καθαρά σχετικιστικό ϕαινόµενο. Σε
αυτή την περίπτωση απελευθερώνεται ενέργεια από τον αστέρα νετρονίων
µέσω των ϐαρυτικών κυµάτων. Προτάθηκαν πρώτη ϕορά από τους Kokko-
tas και Schutz [8] και επιβεβαιώθηκαν αριθµητικά από τον Kojima [9], του
οποίου τα αποτελέσµατα διορθώθηκαν και επεκτάθηκαν από τους Kokkotas
και Schutz [8]. Χαρακτηριστικό σε αυτού του είδους τις ταλαντώσεις είναι
η απουσία κίνησης ϱευστού και κυρίως οι πολύ µικρές περίοδοι ταλάντωσης
και οι πολύ µικροί χρόνοι απόσβεσης. Εξάλλου, η Ϲεύξη του των ταλαντώσεων
µε το ϐαρυτικό πεδίο, οδηγεί εδώ στον υπολογισµό µιγαδικών τιµών για τις
ιδιοσυχνότητες της ταλάντωσης, το ϕανταστικό µέρος των οποίων εκφράζει το
ϱυθµό απόσβεσης της ταλάντωσης. ΄Οσο πιο σχετικιστικός είναι ο αστέρας
νετρονίων, τόσο πιο µεγάλη είναι αυτή η Ϲεύξη και τόσο πιο µεγάλος είναι ο
ϱυθµός απόσβεσης της ταλάντωσης και η ενέργεια που απελευθερώνεται.

Σε ένα απλό παράδειγµα των Kokkotas και Schutz [8] που περιγράφει
το παραπάνω µοντέλο, έχουµε ένα σύστηµα δύο ελατηρίων. Το πρώτο έχει
πεπερασµένο µήκος και δεσµευµένα άκρα ενώ το δεύτερο έχει άπειρο µήκος
και µόνο το ένα άκρο του είναι καθορισµένο και δεσµευµένο. Τα δύο ε-
λατήρια συνδέονται µέσω ενός τρίτου ιδανικού και άµαζου ελατηρίου. Το
πρώτο ελατήριο τίθεται σε ταλάντωση και παίζει το ϱόλο της πηγής κυµάτων
(δηλαδή στην περίπτωσή µας του αστέρα νετρονίων) και ως συνέπεια ϑέτει σε
ταλάντωση το δεύτερο ελατήριο που αναπαριστά το χωρόχρονο που διαταράσ-
σεται από τα κύµατα ϐαρύτητας του αστέρα νετρονίων. Η απώλεια ενέργειας
από το πρώτο ελατήριο λόγω της Ϲεύξης του µε το δεύτερο εκφράζει προ-
ϕανώς την απόσβεση της ταλάντωσης του αστέρα νετρονίων λόγω εκποµπής
ϐαρυτικών κυµάτων [8].



Κεφάλαιο 2

ΗΜΙΑΚΤΙΝΙΚΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ
ΑΣΤΕΡΩΝ ΝΕΤΡΟΝΙΩΝ

2.1 Εισαγωγή

Σκοπός στο πρώτο µέρος της παρούσας διδακτορικής διατριβής είναι η
µελέτη οµοιόµορφα και αργά περιστρεφόµενων αστέρων νετρονίων.

Η περιστροφή ενός αστέρα νετρονίων µπορεί να παίξει σηµαντικό ϱόλο
στην απόσβεση των ακτινικών του ταλαντώσεων ([10], [11]), δηλαδή των τα-
λαντώσεων ενός στατικού, µη περιστρεφόµενου µοντέλου. Σύµφωνα µε τη
ϑεωρία αυτή, η απόκλιση στο σχήµα ενός περιστρεφόµενου αστέρα νετρονίων
από το µη περιστρεφόµενο και σε ισορροπία µοντέλο, µπορεί να προκαλέσει
τη Ϲεύξη ακτινικών και τετραπολικών τρόπων ταλάντωσης. Αυτό έχει ως απο-
τέλεσµα τη σταδιακή απώλεια της ενέργειας που αποθηκεύεται στον αστέρα
λόγω ακτινικών ταλαντώσεων, µε τη µορφή ϐαρυτικής ακτινοβολίας. Επι-
πλέον, η περιστροφή των αστέρων νετρονίων είναι πιθανό να δρα ως πηγή
ενέργειας σε κατάλοιπα υπερκαινοφανών [10], αλλά και ως πιθανός µηχα-
νισµός για την αποτροπή της ϐαρυτικής κατάρρευσης υπέρµαζων αστέρων
πριν την εκκίνηση των πυρηνικών καύσεων στο εσωτερικό τους [12]. Είναι
λοιπόν σηµαντικό να µελετήσουµε τις καταστάσεις ισορροπίας ενός περιστρε-
ϕόµενου αστέρα νετρονίων.

Ενώ σε έναν µη περιστρεφόµενο αστέρα νετρονίων οι ταλαντώσεις εί-
ναι ¨ακτινικές¨ (radial oscillations), όταν ο αστέρας περιστρέφεται αργά και
οµοιόµορφα, οι ταλαντώσεις δεν είναι πλέον αµιγώς ακτινικές, αλλά µπορούν
να χαρακτηριστούν ως ¨ηµιακτινικές¨ (quasi-radial oscillations). Οι ιδιο-
συχνότητες των ακτινικών ταλαντώσεων σχετικιστικών, µη περιστρεφόµενων
αστέρων νετρονίων µας δίνουν χρήσιµες πληροφορίες για την σταθερότητα
του εκάστοτε χρησιµοποιούµενου µοντέλου, ενώ ο υπολογισµός των ιδιο-
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συχνοτήτων των ηµιακτινικών ταλαντώσεων είναι χρήσιµος για τη µελέτη της
σταθερότητας των περιστρεφόµενων αστέρων νετρονίων.

Σύµφωνα µε τη µέθοδο Hartle ([11], [13]), η µελέτη περιστρεφόµενων
σχετικιστικών µοντέλων µεγάλης µάζας στηρίζεται σε µια διαταρακτική λύση
των πεδιακών εξισώσεων του Einstein οι οποίες περιγράφουν ένα στατικό,
σφαιρικά συµµετρικό µοντέλο.

΄Ολες οι ϕυσικές ποσότητες εκφράζονται σε ¨βαρυτικές µονάδες¨ (gra-
vitational units, gu) ([14], [15]), που αλλιώς λέγονται ¨γεωµετροποιηµένες
µονάδες¨ (geometrized units). Η παγκόσµια σταθερά της ϐαρύτητας, G και
η ταχύτητα του ϕωτός στο κενό, c, λαµβάνονται ίσες µε τη µονάδα και ως
¨θεµελιώδες µέγεθος¨ (base unit) στο σύστηµα αυτό λαµβάνεται το µήκος, το
οποίο µετράµε σε εκατοστά του µέτρου (cm) όταν χρησιµοποιούµε το σύστηµα
cgs.

2.2 Ανασκόπηση της µελέτης των ακτινικών και
ηµιακτινικών ταλαντώσεων των αστέρων νε-
τρονίων

΄Οταν ένας αστέρας νετρονίων δεν περιστρέφεται, οι ταλαντώσεις που τον
χαρακτηρίζουν είναι ακτινικές. Η µελέτη των ακτινικών ταλαντώσεων ξεκίνησε
από τον Chandrasekhar το 1964 ([16], [17]) και µας δίνει χρήσιµες πληρο-
ϕορίες για τη σταθερότητα του εκάστοτε χρησιµοποιούµενου µοντέλου.

∆εν υπάρχει Ϲεύξη µεταξύ ακτινικών ταλαντώσεων και εκποµπής ϐαρυ-
τικών κυµάτων, κατά συνέπεια, οι αντίστοιχες εξισώσεις που περιγράφουν τις
ακτινικές ταλαντώσεις είναι αρκετά απλές και η αριθµητική επίλυση αυτών
µε σκοπό τον υπολογισµό των ιδιοσυχνοτήτων της ταλάντωσης δεν κρύβει ιδι-
αίτερες δυσκολίες [18]. Εφόσον δεν υπάρχουν µηχανισµοί απώλειας ενέργειας
σε έναν µη περιστρεφόµενο αστέρα νετρονίων που εκτελεί ακτινικές ταλαντώ-
σεις, είναι δυνατό να περιγραφεί µια γραµµική, περιοδική κίνηση ενός στοι-
χείου µάζας στο εσωτερικό ενός αστέρα νετρονίων ως υπέρθεση των διάφορων
ιδιοκαταστάσεων ταλάντωσης.

Οι ακτινικές ταλαντώσεις έχουν µελετηθεί διεξοδικά από διάφορους συγ-
γραφείς, κυρίως για καταστατικές εξισώσεις µηδενικής ϑερµοκρασίας (π.χ.
Bardeen, 1965 [19], Harisson et al, 1965 [20], Bardeen, Thorne and Meltzer,
1966 [21], Meltzer and Thorne, 1966 [22], Faulkner and Gribben, 1968
[23], Cohen, Lapidus and Cameron, 1969 [24], Chanmugam, 1977 [25],
Glass and Lindblom, 1983 [26], Väth and Chanmugam, 1992 [27], Kokko-
tas and Ruoff, 2001 [18] κ.ά.), όπως επίσης έχουν µελετηθεί και οι ακτι-
νικές ταλαντώσεις πρωτοαστέρων νετρονίων για καταστατικές εξισώσεις µη
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µηδενικής ϑερµοκρασίας. (π.χ. Gondek et al, 1997 [28]).
Οι πρώτοι αναλυτικοί υπολογισµοί των ιδιοσυχνοτήτων των ακτινικών τα-

λαντώσεων για διάφορες καταστατικές εξισώσεις µηδενικής ϑερµοκρασίας
πραγµατοποιήθηκαν από τους Glass και Lindblom (1983) [26]. Οι τιµές
των ιδιοσυχνοτήτων διορθώθηκαν αργότερα από τους Väth και Chanmugam
(1992) [27], οι οποίοι υπολόγισαν τις ιδιοσυχνότητες ϑέτοντας το εξής κριτήρι-
ο για την ορθότητα του αριθµητικού κώδικα και την ακρίβεια των αποτε-
λεσµάτων: για κεντρική πυκνότητα που αντιστοιχεί σε µέγιστη µάζα του αστέ-
ϱα νετρονίων, πρέπει η αντίστοιχη ιδιοσυχνότητα να µηδενίζεται (Harisson et
al, 1965 [20]). Είναι το σηµείο όπου ο αστέρας νετρονίων γίνεται οριακά
ασταθής και καταρρέει εάν η κεντρική του πυκνότητα αυξηθεί κι άλλο. Τα
αποτελέσµατα µπορεί ϐέβαια να διαφοροποιηθούν µε τη χρήση διάφορων α-
διαβατικών δεικτών που εξαρτώνται από τις ϕυσικές συνθήκες στο εσωτερικό
του αστέρα νετρονίων. (Gondek et al, 1997 [28]).

Οι Kokkotas και Ruoff [18] αναπαράγουν τους αριθµητικούς υπολογι-
σµούς των ιδιοσυχνοτήτων των ακτινικών ταλαντώσεων αστέρων νετρονίων για
διάφορες καταστατικές εξισώσεις µηδενικής ϑερµοκρασίας χρησιµοποιώντας
τον αδιαβατικό δείκτη ισορροπίας και δύο διαφορετικούς ϕορµαλισµούς των
εξισώσεων που περιγράφουν το πρόβληµα των ιδιοτιµών, σε συνδυασµό µε
δύο διαφορετικές αριθµητικές µεθόδους για την επίλυση του προβλήµατος.
Επιπλέον, επιβεβαιώνουν τις ιδιοκαταστάσεις µηδενικής συχνότητας, όχι µόνο
στα µέγιστα, αλλά και στα ελάχιστα των καµπυλών µάζας.

Παρόλο που το µεγαλύτερο ενδιαφέρον σχετικά µε τη µελέτη των ακτι-
νικών ταλαντώσεων έχει εστιαστεί σε µεθόδους γραµµικής ανάλυσης (Chan-
mugam, 1977 [25], Glass and Lindblom, 1983 [26], Väth and Chanmugam,
1992 [27], Kokkotas and Ruoff, 2001 [18]), µη γραµµικά ϕαινόµενα ϕαίνεται
να παίζουν σηµαντικό ϱόλο στη ϕαινοµενολογία των ταλαντώσεων σε διάφορα
σενάρια (Gabler, Sperhake and Andersson, 2009 [29]).

Η περιστροφή των αστέρων νετρονίων σχετίστηκε µε ϕαινόµενα εκποµπής
ϐαρυτικών κυµάτων. Επίσης, περιστρεφόµενοι, σχετικιστικοί αστέρες νετρο-
νίων αποτελούν σήµερα την επικρατέστερη εξήγηση των παλµικών αστέρων
[4]. Περιστρεφόµενα, σχετικιστικά αντικείµενα είναι πιθανό να ϐρίσκονται στο
κέντρο των ¨κβάζαρς¨ (quasars) (Morrison, 1969 [30]), αλλά αποτελούν και
πηγές ακτινοβολίας Χ στο Σύµπαν (Margon, 1971 [31]). Για να εξηγήσουµε
τα παραπάνω ϕαινόµενα, πρέπει να µελετήσουµε τις καταστάσεις ισορροπίας
των περιστρεφόµενων αστέρων νετρονίων, αλλά και το µηχανισµό εκποµπής
παλµών από αυτούς. Οι παλµοί αυτοί µπορούν να εξηγήσουν ορισµένα πε-
ϱιοδικά ϕαινόµενα που παρατηρούνται σχετικά µε τους παλµικούς αστέρες
και να παίξουν σηµαντικό ϱόλο στην εξέλιξη του αστέρα µε την εκποµπή
ϐαρυτικής ακτινοβολίας η οποία οφείλεται σε τρόπους ταλάντωσης που δεν
έχουν υψηλό ϐαθµό συµµετρίας [4].
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΄Οταν ένας αστέρας νετρονίων περιστρέφεται αργά και οµοιόµορφα, οι τα-
λαντώσεις του χαρακτηρίζονται ως ηµιακτινικές. Οι ηµιακτινικές ταλαντώσεις
των αστέρων νετρονίων έχουν µελετηθεί από τους Thorne και Campolattaro
(1967) [93], Price και Thorne (1969) [34], Thorne (1969) [35] κ.ά. ΄Ενα πιο
απλό κριτήριο σταθερότητας για τους αστέρες νετρονίων δόθηκε αρχικά από
τους Hartle και Thorne (1969) [36] και στη συνέχεια χρησιµοποιήθηκε σε
αστρικά µοντέλα από τους Munn και Hartle (1975) [37]. Η µελέτη τους περι-
λαµβάνει αποκλειστικά υπολογισµούς σχετικά µε τις καταστάσεις ισορροπίας
των περιστρεφόµενων αστέρων νετρονίων. Μια δυναµική ανάλυση των ηµι-
ακτινικών ταλαντώσεων ενός ϐραδέως περιστρεφόµενου, σχετικιστικού αστέρα
έγινε από τους Hartle, Thorne και Chitre [4] όπου γίνονται υπολογισµοί των
µεταβολών των ιδιοσυχνοτήτων των ταλαντώσεων εξαιτίας της εισαγωγής της
περιστροφής.

Οι περιστρεφόµενοι αστέρες νετρονίων µελετήθηκαν στη συνέχεια από
πληθώρα άλλων µελετητών (Schenk et al, 2002 [38], Arras et al, 2003 [39],
Brink, Teukolsky and Wasserman, 2004 [42], Lin and Suen, 2006 [41],
Bondarescu, Teukolsky and Wasserman, 2008 [42]). Θεωρίες διαταραχών
χρησιµοποιήθηκαν για τη µελέτη µη γραµµικών ταλαντώσεων αστέρων νε-
τρονίων (Dziembowsk, 1982 [43], Kumar and Goldreich, 1989 [44], Van
Hoolst, 1996 [45]).

Τα ισχυρά ϐαρυτικά πεδία των αστέρων νετρονίων προσέλκυσαν επίσης
το ενδιαφέρον των αστροφυσικών και µελετήθηκαν µε διάφορες προσεγγιστι-
κές ϑεωρίες, όπως η νευτώνια ϑεωρία και η προσέγγιση Cowling (Linblom,
Tohline and Vallisnery, 2001 [46], Stergioulas and Font, 2001 [47], Font et
al, 2001 [48], Stergioulas, Apostolatos and Font, 2004 [49], Dimmelmeier,
Stergioulas and Font, 2006 [50]).

Τα τελευταία χρόνια έχει γίνει µεγάλη πρόοδος στην προσπάθεια αρι-
ϑµητικής επίλυσης των πεδιακών εξισώσεων του Einstein στα πλαίσια της
σχετικιστικής ϑεώρισης των αστέρων νετρονίων (Font et al, 2002 [51], Baiot-
ti, 2005 [52], Marronetti et al, 2004 [53], Miller, Gressman and Suen, 2004
[54], Shibata and Taniguchi, 2006 [55], Duez et al, 2006 [58], Andersson
et al, 2008 [57], Duez et al, 2008 [58], Baiotti, Giacomazzo and Rezzolla,
2008 [59]).

2.3 Το µη περιστρεφόµενο µοντέλο

Η µετρική του Schwarzschild για µη περιστρεφόµενο σφαιρικό αντικεί-
µενο, εκφρασµένη σε πολικές συντεταγµένες, δίνεται από τη σχέση ([11],
Εξ.(25))

ds2 = −eνdt2 + eλdr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ2), (2.1)
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όπου ν και λ είναι µετρικές συναρτήσεις του r. Τα εκθετικά eν και eλ κα-
ϑορίζουν τις διακυµάνσεις στο ϱυθµό ϱοής του χρόνου και την απόκλιση από
την Ευκλείδεια γεωµετρία αντίστοιχα. Για ν � 1, το ϐαρυτικό δυναµικό Φ
και η συνάρτηση ν, εκφρασµένα σε µονάδες cgs, συνδέονται µέσω της σχέσης
Φ = c2ν/2, συνεπώς σε σχετικιστικές µονάδες µπορούµε να γράψουµε

Φ =
ν

2
(2.2)

ενώ η συνάρτηση λ δίνεται από τη σχέση

eλ = (1− 2m

r
)−1, (2.3)

όπου m = m(r) είναι η συνάρτηση µάζας-ενέργειας του αστέρα.
΄Ενας σχετικιστικός, µη περιστρεφόµενος αστέρας νετρονίων περιγράφεται

από τις τέσσερις εξισώσεις της γενικής σχετικιστικής υδροστατικής ισορροπί-
ας :
1. Τη µονοπαραµετρική καταστατική εξίσωση

P = F (ρ), (2.4)

όπου P η πίεση και ρ η πυκνότητα µάζας-ενέργειας του αστέρα.
2. Τη σχετικιστική γενίκευση της εξίσωσης υδροστατικής ισορροπίας ([11],
Εξ.(28))

dP

dr
= −(ρ+ P )(m+ 4πr3P )

r(r − 2m)
. (2.5)

3. Την εξίσωση µάζας-ενέργειας ([11], Εξ.(29a))

dm

dr
= 4πr2ρ. (2.6)

4. Την εξίσωση ϐαρυτικού δυναµικού ([11], Εξ.(29b))

dΦ

dρ
= − 1

ρ+ P

dP

dr
. (2.7)

Οι διαφορικές εξισώσεις (2.5) και (2.6) είναι γνωστές ως ¨σύστηµα εξισώσεων
Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)". Είναι ένα σύστηµα διαφορικών εξισώ-
σεων µε αρχικές συνθήκεςm(0) = mc = 0, P (0) = Pc = P (ρc) και ρ(0) = ρc,
όπου P (r) και ρ(r) είναι οι ακτινικές συναρτήσεις πίεσης και πυκνότητας
µάζας-ενέργειας στο εσωτερικό του αστέρα και οι αντίστοιχες ποσότητες µε το
δείκτη c κάτω δεξιά δηλώνουν τις τιµές των συναρτήσεων αυτών στο κέντρο
του αστέρα.
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Λύνοντας το σύστηµα TOV, παίρνουµε την πυκνότητα µάζας-ενέργειας, τη
µάζα και την πίεση ως συναρτήσεις της ακτινικής απόστασης r. Στη συνέχεια,
επιλύουµε τη διαφορική εξίσωση του σχετικιστικού ϐαρυτικού δυναµικού Φ
χρησιµοποιώντας την οριακή συνθήκη Φ(∞) = 0.

Για να επιλύσουµε αριθµητικά το παραπάνω σύστηµα διαφορικών εξισώ-
σεων, χρειαζόµαστε µια ακόµα σχέση η οποία να συνδέει την πίεση P µε την
πυκνότητα ενέργειας-µάζας ρ, µια σχέση της µορφής P = P (ρ). Χρειαζό-
µαστε δηλαδή µια καταστατική εξίσωση.

Στο κεφάλαιο αυτό, χρησιµοποιούµε την πολυτροπική καταστατική εξί-
σωση

P = K%1+1/n. (2.8)

Οι παράµετροι K και n ονοµάζονται, όπως αναφέρθηκε στην εισαγωγή της
διατριβής, ¨πολυτροπική σταθερά¨ (polytropic constant) και ¨πολυτροπικός
δείκτης¨ (polytropic index) αντίστοιχα. Ο λεγόµενος ¨αδιαβατικός δείκτης¨
(adiabatic index) , Γ, ορίζεται από τη σχέση,

Γ ≡ ρ+ P

P
(
dP

dρ
)const.entropy (2.9)

και εν γένει συνδέεται µε τις διαταραχές από την κατάσταση ισορροπίας υπό
σταθερή εντροπία, ενώ ο λεγόµενος ¨αδιαβατικός δείκτης σχετιζόµενος µε την
καταστατική εξίσωση¨, γ, ορίζεται από τη σχέση,

γ ≡ ρ+ P

P
(
dP

dρ
)EOS. (2.10)

Η συνάρτηση %(r) είναι η λεγόµενη ¨πυκνότητα µάζας ηρεµίας¨ (rest-mass
density) , η οποία συνδέεται µε την ¨πυκνότητα µάζας-ενέργειας¨ (mass-
energy density) σύµφωνα µε την εξίσωση

ρ = %+ nP. (2.11)

Για να επιλύσουµε το σύστηµα TOV, προτιµούµε να γράψουµε τις διαφορικές
εξισώσεις ως προς τη συνάρτηση πυκνότητας µάζας ηρεµίας-ενέργειας, %, τη
συνάρτηση µάζας-ενέργειας m και το ϐαρυτικό δυναµικό Φ ([15], Εξς.(8) και
(9)),

d%

dr
= − [%+ (1 + n)P ](m+ 4πr3P )

r(r − 2m)(dP/d%)
= − [%+K(1 + n)%Γ](m+ 4Kπr3%Γ)

KΓr(r − 2m)%1/n
,

(2.12)

dm

dr
= 4πr2(%+ nP ) = 4πr2(%+Kn%Γ), (2.13)
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µε αντίστοιχες αρχικές συνθήκες %(0) = %c και m(0) = 0.
Τέλος ([15], Εξ.29)),

dΦ

dr
=
m+ 4πKr3%Γ

r(r − 2m)
. (2.14)

Για τη συνοριακή συνθήκη της διαφορικής εξίσωσης του ϐαρυτικού δυναµικού
εργαζόµαστε ως εξής : στο εξωτερικό του αστέρα νετρονίων ισχύει για τις
µετρικές συναρτήσεις ν, λ ([11], Εξ.(27))

eνext = e−λext = 1− 2M

r
, (2.15)

όπου ο δείκτης "ext" υποδηλώνει λύσεις στο εξωτερικό του αστέρα. Για το
ϐαρυτικό δυναµικό Φ ϑα ισχύει εποµένως έξω από τον αστέρα νετρονίων

Φext =
1

2
= ln(1− 2M

r
), (2.16)

όπου µε "ln" συµβολίζουµε το νεπέριο λογάριθµο. Επειδή η συνάρτηση Φ
πρέπει να είναι συνεχής στην επιφάνεια του αστέρα, πρέπει να ισχύει

ΦR = Φext(r = R) =
1

2
ln(1− 2M

R
). (2.17)

Η εξίσωση αυτή αποτελεί τη Ϲητούµενη συνοριακή συνθήκη ([14], [15]).

2.3.1 Η πυκνότητα µάζας και ο αδιαβατικός δείκτης

Μια καταστατική εξίσωση που συχνά χρησιµοποιείται στη µελέτη των
ακτινικών και µη ακτινικών ταλαντώσεων των αστέρων νετρονίων είναι η πο-
λυτροπική καταστατική εξίσωση. Μη γνωρίζοντας ακόµα λεπτοµερώς τη σύ-
σταση και τις αλληλεπιδράσεις στο εσωτερικό των αστέρων νετρονίων, προσεγ-
γίζουµε συχνά τους αστέρες νετρονίων µε πολύτροπα (ϐλέπε π.χ. [61]). ΄Ετσι
µπορούµε να εξάγουµε απλούστερες αριθµητικές λύσεις σχετικά µε τη δοµή
τους, τις ταλαντώσεις τους και τις ϕανταστικές ποσότητες που τους χαρακτη-
ϱίζουν.

Στη ϐιβλιογραφία συναντούµε δύο διαφορετικές εξισώσεις που ορίζουν µια
πολυτροπική καταστατική εξίσωση. Στην πρώτη περίπτωση χρησιµοποιούµε
την πυκνότητα ενέργειας-µάζας ρ ([62], Εξ.(2.11)),

P = Kρ1+1/n. (2.18)

Στη δεύτερη περίπτωση χρησιµοποιούµε την πυκνότητα µάζας ηρεµίας %
([63], Εξ.(5)),

P = K%1+1/n. (2.19)
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Και οι δύο περιπτώσεις χρησιµοποιούνται ευρέως από τους διάφορους συγ-
γραφείς (ϐλέπε π.χ. [18], [64] και [32]).

Εξάλλου, ο αδιαβατικός δείκτης Γ που υπεισέρχεται στις εξισώσεις που
περιγράφουν τις ακτινικές και τις µη ακτινικές ταλαντώσεις µπορεί να ορισθεί
µε διάφορους τρόπους, ανάλογα µε τις ϕυσικές συνθήκες που επικρατούν
στο εσωτερικό των αστέρων νετρονίων. Ορισµένοι συγγραφείς ϑεωρούν το
δείκτη Γ µεταβλητή (2.9) (ϐλέπε π.χ. [65] και [18]), ενώ σύµφωνα µε άλλους
συγγραφείς, ο αδιαβατικός δείκτης είναι µια σταθερά που εξαρτάται από το
µοντέλο που χρησιµοποιούµε (ϐλέπε π.χ. [64]). Στη δεύτερη περίπτωση, ο
πολυτροπικός δείκτης n ισούται µε

n =
1

Γ− 1
. (2.20)

Κατά συνέπεια,
Γ = 1 +

1

n
. (2.21)

Σύµφωνα µε τον Tooper ([63], §II) και το σχετικιστικό πρώτο νόµο της ϑερ-
µοδυναµικής ([63], Εξ.(2)),

dρ

ρ+ P
=
d%

%
, (2.22)

πρέπει να ικανοποιείται η σχέση ([63], Εξ.(4))

dP

P
= Γ

dρ

ρ+ P
. (2.23)

Η σχέση (2.23) µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η πυκνότητα µάζας-ενέργειας
πρέπει να συνδέεται µε την πίεση µε µια εξίσωση της µορφής

ρ = CP 1/Γ +
P

Γ− 1
, (2.24)

όπου C είναι µια σταθερά. Θέτοντας C = K−1/Γ, προκύπτει ([63], Εξ.(5β))

ρ = %+ nP. (2.25)

Αξίζει εδώ να αναφερθεί ότι η πυκνότητα µάζας ηρεµίας, %, είναι το κοµµάτι
της πυκνότητα µάζας που ικανοποιεί την εξίσωση συνέχειας και συνεπώς
διατηρείται σε όλη την κίνηση ([63], §II).

Μια αξιοσηµείωτη παρατήρηση του Tooper ([63], Sec.II) είναι ότι η µορφή
της πολυτροπικής καταστατικής εξίσωσης (2.18) επιτρέπει η ταχύτητα του
ήχου να παίρνει τιµές µεγαλύτερες της c για όλες τις τιµές του n, ενώ η Εξ.
(2.19) δίνει τιµές της ταχύτητας του ήχου µικρότερες της c, για n > 1.
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2.4 Αργή και οµοιόµορφη περιστροφή

Για να ϑεωρήσουµε ότι ένας αστέρας περιστρέφεται αργά, πρέπει η γω-
νιακή ταχύτητα Ω να είναι αρκετά µικρή ώστε τα κλάσµατα της µεταβολής
της πίεσης, της πυκνότητας ενέργειας και του ϐαρυτικού πεδίου να είναι
µικρότερα της µονάδας. Αυτό σηµαίνει ότι [11]

Ω2 << (
c

R
)2GM

Rc2
, (2.26)

όπου M και R είναι η συνολική ϐαρυτική µάζα και η ακτίνα του µη περι-
στρεφόµενου µοντέλου, ενώ όταν ο αστέρας περιστρέφεται οµοιόµορφα, η
γωνιακή ταχύτητα Ω ως προς µακρινό παρατηρητή είναι σταθερή και σε αυτή
την περίπτωση έχουµε ελαχιστοποίηση της συνολικής µάζας-ενέργειας του
αστέρα.

2.4.1 Νευτώνεια προσέγγιση

Σύµφωνα µε τη Νευτώνεια ϐαρυτική ϑεωρία, οι τιµές της πίεσης p, της
πυκνότητας µάζας-ενέργειας ρ και του ϐαρυτικού δυναµικού Φ ενός οµοιό-
µορφα περιστρεφόµενου αστέρα καθορίζονται από τις τρεις εξισώσεις της
Νευτώνειας υδροστατικής ισορροπίας [11]

∇Φ = 4πGρ, (2.27)

p = p(ρ), (2.28)

µ =

∫ p

0

dp

ρ
− 1

2
(Ω× r)2 + Φ = const, (2.29)

όπου µ το χηµικό δυναµικό ενός ισοεντροπικού αστέρα. Μπορούµε να υπο-
λογίσουµε τις λύσεις του παραπάνω συστήµατος για έναν περιστρεφόµενο
αστέρα νετρονίων ως αναπτύγµατα ως προς τη γωνιακή ταχύτητα Ω των αντί-
στοιχων τιµών p(0), ρ(0) και Φ(0) ενός µη περιστρεφόµενου αστέρα, για δε-
δοµένη κεντρική πυκνότητα ρc. Λόγω συµµετρίας ως προς την αντίστροφη
περιστροφή, µόνο άρτιες δυνάµεις της γωνιακής ταχύτητας ϑα εµφανίζονται
στα αναπτύγµατα αυτά. Εποµένως, η ανάπτυξη γίνεται σε σειρές του Ω2 [11].

Η ακτίνα R και η πολική γωνία Θ ενός µη περιστρεφόµενου αστέρα νετρο-
νίων αντικαθίστανται τώρα από την πολική γωνία θ και την ακτινική απόσταση
r από το κέντρο εως την επιφάνεια του αστέρα. ΄Οταν ο αστέρας περιστρέφε-
ται, το σχήµα του δεν είναι πλέον σφαιρικό, αλλά συµπιεσµένο στους πόλους
και πεπλατυσµένο στον ισηµερινό (Σχήµα 2.1).

Για το λόγο αυτό, οι συντεταγµένες R, r δεν ταυτίζονται. Συγκεκριµένα,

Θ = θ, (2.30)
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Σχήµα 2.1: Η επιφάνεια (α) είναι η επιφάνεια σταθερής πυκνότητας του µη
περιστρεφόµενου µοντέλου, ενώ η επιφάνεια (b) είναι η επιφάνεια σταθερής
πυκνότητας του περιστρεφόµενου µοντέλου. (Πηγή : [11], Fig.1)

και
r = R + ξ(R,Θ) +O(Ω4). (2.31)

Η διαφορά ξ(R,Θ) µεταξύ των ακτινικών συντεταγµένων R, r είναι πολύ
µικρή για αστέρες νετρονίων που περιστρέφονται αργά, δηλαδή

ξ(R,Θ)/R << 1, (2.32)

ενώ εαν ϑεωρήσουµε ότι το περιστρεφόµενο και το µη περιστρεφόµενο µοντέ-
λο έχουν την ίδια κεντρική πυκνότητα, τότε η συνάρτηση ξ µηδενίζεται στο
κέντρο του αστέρα. Ισχύει επίσης ότι

ρ[r(R,Θ),Θ] = ρ(R) = ρ(0)(R) (2.33)

και αντίστοιχη σχέσης ισοδυναµίας ισχύει και για τις τιµές της πίεσης, εφόσον
η πίεση και η πυκνότητα συνδέονται µέσω της καταστατικής εξίσωσης.
Αποµένει λοιπόν να αναπτύξουµε το ϐαρυτικό δυναµικό ως προς Ω2,

Φ(R,Θ) = Φ(0)(R) + Φ(2)(R,Θ) +O(Ω4). (2.34)

Εισάγουµε τις εξισώσεις (2.33) και (2.34) στις εξισώσεις (2.27) και (2.29)
και επιλύουµε το σύστηµα της υδροστατικής ισορροπίας για περιστρεφόµενο
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αστέρα νετρονίων. Οι υπολογισµοί µας απλοποιούνται εάν αναπτύξουµε τις
συναρτήσεις ξ και Φ(2) σε σφαιρικές αρµονικές,

ξ(R,Θ) = Σlξl(R)Pl(Θ), (2.35)

και
Φ(2)(R,Θ) = ΣlΦ

(2)
l (R)Pl(Θ). (2.36)

Λόγω κατοπτρικής συµµετρίας, µόνο όροι άρτιας τάξης εµφανίζονται στις
σφαιρικές αρµονικές, εαν ο πολικός άξονας ταυτιστεί µε τον άξονα περι-
στροφής του αστέρα, ενώ µόνο όταν το l παίρνει τις τιµές 0 και 2, εµφα-
νίζονται όροι που περιέχουν την γωνιακή ταχύτητα Ω. Αυτό συµβαίνει λόγω
της εξάρτησης του ϕυγόκεντρου δυναµικού στην Εξ. (2.29) από το sin2Θ.

Είναι σηµαντικό να προσδιοριστούν ακόµα η σχέση µεταξή µάζας και
πυκνότητας του περιστρεφόµενου αστέρα νετρονίων και οι αποκλίσεις από τη
σφαιρική συµµετρία του µη περιστρεφόµενου µοντέλου.

Η σχέση µάζας-πυκνότητας υπολογίζεται από τις εξισώσεις για l = 0.
Ορίζοντας [11]

p∗(R) =
GM(R)

R2
ξ0(R), (2.37)

M(R) =

∫ R

0

4πR2ρ(R)dR, (2.38)

παίρνουµε για l = 0

M [2] =

∫ R

0

dR4πR2dρ

dp
ρp∗, (2.39)

−dp
∗

dR
+

2

3
Ω2R =

GM [2](R)

R2
. (2.40)

Οι παραπάνω εξισώσεις δείχνουν την ισορροπία µεταξύ της πίεσης, των ϕυγό-
κεντρων και των ϐαρυτικών δυνάµεων ανά µονάδα µάζας του περιστρεφόµε-
νου αστέρα νετρονίων. Η αντιστοιχία µε τις εξισώσεις υδροστατικής ισορροπί-
ας ϕαίνεται πιο ξεκάθαρα κάνοντας ανάπτυγµα Euler για την πίεση και την
πυκνότητα,

ρ(r, θ) = ρ[0](r) + ρ[2](r, θ) +O(Ω4), (2.41)

p(r, θ) = p[0](r) + p[2](r, θ) +O(Ω4). (2.42)

Οι ποσότητες p∗ και M [2] µπορούν έτσι να γραφούν

p∗ = p
[2]
0 /ρ

[0], (2.43)

M [2] =

∫ r

0

dr4πr2ρ
[2]
0 , (2.44)
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όπου ο δείκτης ¨0¨ υποδηλώνει τους αντίστοιχους όρους για l = 0.
Η διαφορά στη ϐαρυτική µάζα, δM , µεταξύ περιστρεφόµενου και µη περι-

στρεφόµενου µοντέλου υπολογίζεται από το ολοκλήρωµα

δM = 4π

∫ α

0

(−ξ0(R)
dρ

dR
)R2dR = M [2](α), (2.45)

όπου α η ακτίνα του µη περιστρεφόµενου αστέρα.
Τέλος, ο υπολογισµός του σχήµατος του περιστρεφόµενου αστέρα περι-

λαµβάνει όρους l = 0 και l = 2, από τη σχέση

r = α + ξ0(α) + ξ2(α)P2(θ). (2.46)

Η τιµή του ξ0(α) καθορίζεται, για l = 0

ξ0(α) =
α2

GM
p∗(α), (2.47)

Η ποσότητα −3ξ2(R)/2R είναι η ελλειπτικότητα της επιφάνειας του αστέ-
ϱα σταθερής πυκνότητας, συµβολίζεται µε ε(R) και υπολογίζεται από την
επίλυση της εξίσωσης

d

dR

1

R4

d

dR
[ε(R)M(R)R2] = 4πε(R)

dρ

dR
. (2.48)

2.4.2 Σχετικιστικοί περιστρεφόµενοι αστέρες νετρονίων

Η ισορροπία ενός περιστρεφόµενου αστέρα καθορίζεται από τη συνισταµέ-
νη των ϐαρυτικών δυνάµεων, των δυνάµεων λόγω πίεσης και των ϕυγόκεντρων
δυνάµεων. Οι ϕυγόκεντρες δυνάµεις, τόσο στη νευτώνεια όσο και στη σχε-
τικιστική προσέγγιση, δεν εξαρτώνται µόνο από τη γωνιακή ταχύτητα Ω ως
προς µακρινό παρατηρητή, αλλά και από τη γωνιακή ταχύτητα $ ως προς το
τοπικό αδρανειακό σύστηµα. Οι παραπάνω γωνιακές ταχύτητες συνδέονται
µέσω της σχέσης ([13], Εξ.(6))

$ = Ω− ω, (2.49)

όπου ω είναι η γωνιακή ταχύτητα του τοπικού αδρανειακού συστήµατος.
Σε αντίθεση µε τη νευτώνεια ϑεωρία, στο εσωτερικό του σχετικιστικού περι-
στρεφόµενου ϱευστού, το αδρανειακό σύστηµα δεν είναι σε ηρεµία ως προς
τους µακρινούς αστέρες, αλλά παρασύρεται από την περιστροφή του αστέρα
(Lense-Thirring effect). Εποµένως, ο υπολογισµός του ϱυθµού περιστροφής
είναι σηµαντικός για τη µελέτη της ισορροπίας µεταξύ ϐαρυτικών, ϕυγόκε-
ντρων δυνάµεων και πίεσης. ΄Οταν ο αστέρας τίθεται σε αργή περιστροφή, η
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γεωµετρία του χωροχρόνου γύρω από αυτόν επίσης αλλάζει. Η διαταραγµένη
µετρική που περιγράφει τη νέα γεωµετρία δίνεται από τη σχέση [11]

ds2 =− eν(1 + 2h)dt2 + eλ[1 + 2m/(r − 2M)]dr2

+ r2(1 + 2k)[dθ2 + sin2θ(dφ− ωdt)2] +O(Ω3).
(2.50)

Εαν αναπτύξουµε την Εξ. (2.50) σε σφαιρικές αρµονικές, αυτή γράφεται,

ds2 =− eν [1 + 2(h0 + h2P2)]dt2 +
1 + 2(m0 +m2P2)/(r − 2M)

1− 2M/r
dr2

+ r2[1 + 2(υ2 − h2)P2][dθ2 + sin2θ(dφ− ωdt)2] +O(Ω3),

(2.51)

όπου Pl = Pl(cos θ) είναι τα πολυώνυµα Legendre. Οι συναρτήσεις δι-
αταραχής m0, h0,m2, h2 και υ2 είναι ακτινικές συναρτήσεις ανάλογες του
τετραγώνου της γωνιακής ταχύτητας του αστέρα, Ω2, ως προς µακρινό πα-
ϱατηρητή.

Μπορούµε να αναπτύξουµε τη διαταραγµένη µετρική ως συνάρτηση των
µεταβλητών r και θ σε σειρές του Ω2, καθώς οι µεταβολές σε όλους τους όρους
της µετρικής εξαιτίας της αργής περιστροφής είναι πολύ µικρές. ∆εν µπορού-
µε όµως να αναπτύξουµε τη συνάρτηση της πίεσης και της πυκνότητας, όπως
περιγράφτηκε και στη νευτώνεια προσέγγιση. Εάν R, Θ οι µεταβλητές για
το µη περιστρεφόµενο σχετικιστικό µοντέλο, σε αντιστοιχία µε τη Νευτώνεια
προσέγγιση, µπορούµε να γράψουµε

Θ = θ, (2.52)

ρ[r(R,Θ),Θ] = ρ(R), (2.53)

r = R + ξ(R,Θ) +O(Ω4). (2.54)

Αναπτύσσοντας σε σφαιρικές αρµονικές, πράγµα που διευκολύνει τους υπο-
λογισµούς, παίρνουµε

ξ = ξ0(R) + ξ2(R)P2(Θ) + ... (2.55)

΄Ετσι, η πίεση και η πυκνότητα είναι πλεόν γνωστές συναρτήσεις του R.
Επιπλέον, οι µεταβολές στις πεδιακές εξισώσεις του Einstein, για µη περι-

στρεφόµενο (∆Gν
µ) και περιστρεφόµενο (δGν

µ) σχετικιστικό αστέρα νετρονίων,
συνδέονται µέσω των σχέσεων [11]

∆Gt
t(R,Θ) = δGt

t(R,Θ)− 8πξ(R,Θ)dρ(R)/dR, (2.56)

∆GR
R(R,Θ) = δGr

r(R,Θ) + 8πξ(R,Θ)dP (R)/dR, (2.57)

∆GΘ
Θ(R,Θ) = δGθ

θ(R,Θ) + 8πξ(R,Θ)dP (R)/dR, (2.58)
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∆Gφ
φ(R,Θ) = δGφ

φ(R,Θ) + 8πξ(R,Θ)dP (R)/dR, (2.59)

∆GΘ
R(R,Θ) = δGθ

r(R,Θ). (2.60)

Το ϱευστό στο εσωτερικό του αστέρα κινείται µε µια τετρα-ταχύτητα, της
οποίας οι ανταλλοίωτες συνιστώσες σε πολικές συντεταγµένες δίνονται από
τις σχέσεις

ut = (−gtt − 2Ωgtφ − gφφΩ2)−1/2,

uφ = Ωut,

ur = uθ = 0.

(2.61)

Εξάλλου, για δεδοµένη µονοπαραµετρική καταστατική εξίσωση, η εξίσωση
της υδροστατικής ισορροπίας γράφεται

µc =
E + P
ut

e(−
∫

dE
E+P ) = const., (2.62)

όπου µc είναι το χηµικό δυναµικό ενός ισοεντροπικού αστέρα. Αναπτύσσουµε
και τα δύο µέρη της εξίσωσης (2.62) σε σειρές ως προς Ω2. Για το χηµικό
δυναµικό µc, γράφουµε

µc = µ[1 + γ +O(Ω4)], (2.63)

όπου µ είναι το χηµικό δυναµικό του µη περιστρεφόµενου αστέρα νετρονίων,

µ = (ρ+ P )eν/2e
∫ dρ
ρ+P (2.64)

και γ µια σταθερά τάξης Ω2 (το γ εδώ δε συµβολίζει τον αδιαβατικό δείκτη)

γ = p∗(R,Θ) + h(R,Θ)− 1

2
e−ν(R)$(R)2R2sin2Θ. (2.65)

Ορίζουµε τον ¨σχετικιστικό παράγοντα διαταραχής της πίεσης¨

p∗(R,Θ) =
1

2
νRξ(R,Θ) = −ξ( 1

ρ+ P

dP

dR
). (2.66)

Ορίζουµε επίσης

p∗0(R) = −ξ0(R)(
1

ρ+ P

dP

dR
) (2.67)

και
p∗2 = −ξ2(R)(

1

ρ+ P

dP

dR
). (2.68)

όπου οι ποσότητες p∗0 και p∗2 είναι αδιάστατες συναρτήσεις της ακτινικής
απόστασης r, ανάλογες της Ω2, οι οποίες περιγράφουν διαταραχές στην πίεση.
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΄Ετσι, αναπτύσσοντας τον παράγοντα γ σε σφαιρικές αρµονικές, µπορούµε να
γράψουµε, για l = 0,

γ = p∗0(R) + h0(R)− 1

3
e−ν(R)R2$(R)2 (2.69)

και για l = 2

0 = p∗2(R) + h2(R) +
1

3
e−ν(R)R2$(R)2. (2.70)

΄Εχουµε λοιπόν ένα ολοκλήρωµα των εξισώσεων Einstein για κάθε τιµή του l.
∆εν υπάρχει Ϲεύξη των εξισώσεων που προκύπτουν για διαφορετικά l, συνεπώς
οι εξισώσεις επιλύονται ανεξάρτητα η µία από την άλλη.

΄Οταν ένας αστέρας περιστρέφεται, το σχήµα του δεν είναι πλέον σφαιρικό,
αλλά υπόκειται σε δύο ειδών διαταραχές :
1. διαταραχές λόγω των συναρτήσεων της σειράς l = 0, οι οποίες αναφέρονται
ως ¨σφαιρικές διαταραχές¨. Το τελικό σχήµα του αστέρα εξακολουθεί να είναι
σφαιρικό ενώ επηρεάζονται η ακτίνα, η µάζα και η ενέργεια συνδέσεως του
αστέρα.
2. διαταραχές λόγω των συναρτήσεων της σειράς l = 2, οι οποίες αναφέρονται
ως ¨τετραπολικές διαταραχές¨ και επηρεάζουν το σχήµα του αστέρα που
αποκλίνει πλέον του σφαιρικού.

Η πίεση του ϱευστού, η πυκνότητα µάζας-ενέργειας και η ϐαρυονική αριθ-
µητική πυκνότητα, επίσης επηρρεάζονται από την περιστροφή καθώς αλλάζει
το σχήµα του αστέρα [11],

P + (ρ+ P )(p∗0 + p∗2P2) ≡ P + ∆P (2.71)

ρ+ (ρ+ P )(dρ/dP )(p∗0 + p∗2P2) ≡ ρ+ ∆ρ (2.72)

N + (ρ+ P )(dN/dP )(p∗0 + p∗2P2) ≡ N + ∆N (2.73)

Τέλος, ο τανυστής τάσης-ενέργειας του περιστρεφόµενου αστέρα δίνεται από
την εξίσωση

T νµ ≡ −(ρ+ ∆ρ+ P + ∆P )uµu
ν + (P + ∆P )δνµ. (2.74)

2.4.3 Ρυθµός περιστροφής του αστέρα νετρονίων

Για να υπολογίσουµε τη γωνιακή ταχύτητα $, η οποία καθορίζει τις ϕυ-
γόκεντρες δυνάµεις που αναπτύσσονται στον αστέρα και εκφράζει το ϱυθ-
µό περιστροφής του τοπικού αδρανειακού συστήµατος του αστέρα, πρέπει
να λύσουµε τη λεγόµενη ¨εξίσωση ϐαρυτικού παρασυρµού του συστήµατος
αναφοράς¨ (frame-dragging equation) ([13], Εξ.(9))

1

r4

d

dr
(r4j

d$

dr
) +

4

r

dj

dr
$ = 0, (2.75)
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όπου η συνάρτηση j(r) ορίζεται ως ([13], Εξ.(10))

j(r) = e−ν(r)[1− 2M(r)/r]1/2. (2.76)

Στο εξωτερικό του αστέρα νετρονίων, η συνάρτηση $ έχει τη µορφή

$ = Ω− 2J

r3
. (2.77)

Η ολική στροφορµή του αστέρα, J , δίνεται από τη σχέση ([13], Εξ.(13a))

J =
1

6
R4(

d$

dr
)r=R, (2.78)

όπου R είναι η ακτίνα του αστέρα.
Για να λύσουµε την Εξ.(2.75), ολοκληρώνουµε από το κέντρο του αστέρα προς
την επιφάνεια, επιβάλλοντας τις αρχικές συνθήκες,

$ = $c, d$/dr = 0, (2.79)

όπου η τιµή $c στο κέντρο του αστέρα νετρονίων επιλέγεται αυθαίρετα.
Η συνάρτηση $ πρέπει να είναι συνεχής συνάρτηση και έξω από τον αστέρα
και έχει τη µορφή ([13], Εξ.(13b))

$(r) = Ω− 2J/r3. (2.80)

Κατά συνέπεια, είναι συνεχής συνάρτηση και η γωνιακή ταχύτητα Ω ως προς
µακρινό παρατηρητή. Πρέπει λοιπόν η γωνιακή ταχύτητα Ωarb, η οποία
αντιστοιχεί στην $c που έχουµε επιλέξει να ισούται, λόγω της Εξ.(2.77), µε

Ωarb = $(R) +
2J

R3
, (2.81)

και εφόσον, εν γένει, η γωνιακή ταχύτητα Ω είναι διαφορετική από την Ωarb,
πρέπει να κανονικοποιήσουµε τη λύση $(r) της Εξ.(2.75) ώστε να πάρουµε
την τιµή της Ω που ϑα χρησιµοποιήσουµε στο µοντέλο µας ([14], §5.2),

$(r)new = $(r)old(Ωnew/Ωold). (2.82)

2.5 Αποκλίσεις από τη σφαιρική συµµετρία

Οι αποκλίσεις από τη σφαιρική συµµετρία, εξαιτίας της οµοιόµορφης
περιστροφής, εκφράζονται µέσω των συναρτήσεων της διαταραγµένης µάζας,
m0, και της διαταραγµένης πίεσης, p0. Οι παραπάνω αυτές συναρτήσεις υπο-
λογίζονται ολοκληρώνοντας τις ¨εξισώσεις υδροστατικής ισορροπίας για l = 0¨
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([11], §VII), οι οποίες κατόπιν υπολογισµών καταλήγουν στη µορφή ([13], Εξς.
(15a) και (15b), αντίστοιχα)

dm0

dr
= 4πr2dE

dP
(E + P )p0 +

1

12
j2r4(

d$

dr
)2 − 1

3
r3dj

2

dr
$2, (2.83)

dp0

dr
= −m0(1 + 8πr2P )

(r − 2M)2
−4π(E + P )r2

r − 2M
p0+

1

12

r4j2

r − 2M
(
d$

dr
)2+

1

3

d

dr
(
r3j2ω̄2

r − 2M
),

(2.84)
µε αρχικές συνθήκες m0 = 0 και p0 = 0 για r = 0.

Η διαταρακτική συνάρτηση h0, η οποία υπάρχει στη µετρική (2.51), ορίζε-
ται έξω από τον αστέρα ως ([13], Εξ.(17a))

h0 = − δM

r − 2M
+

J2

r3(r − 2M)
(2.85)

και στο εσωτερικό του αστέρα ως ([13], Εξ.(17b))

h0 = −p0 +
1

3
r2e−ν$2 + h0c. (2.86)

Η σταθερά h0c καθορίζεται έτσι ώστε η h0 να είναι συνεχής επάνω στην
επιφάνεια,

h0c = − 1

R− 2M
m0(R) + p0(R)− 1

3
R2e−2Φ(R)$2(R). (2.87)

Στις παραπάνω εξισώσεις, δM είναι η αύξηση στη ϐαρυτική µάζα εξαιτίας
των σφαιρικών αποκλίσεων και υπολογίζεται, ολοκληρώνοντας την Εξ. (2.45)
καταλήγουµε τελικά στη σχέση ([14], Εξ. (43))

δM = m0(R) +
J2

R3
. (2.88)

2.6 Υπολογισµός ηµιακτινικών ταλαντώσεων παλ-
µικών αστέρων νετρονίων

Σύµφωνα µε τη ¨µέθοδο διαταραχής του Hartle" (Hartle’s perturbation
method ή αλλιώς Hartle-Thorne perturbation method), αντιµετωπίζουµε
τους περιστρεφόµενους σχετικιστικούς αστέρες νετρονίων ως διαταρακτικές
λύσεις των πεδιακών εξισώσεων του Einstein, οι οποίες περιγράφουν ένα στα-
τικό σχετικιστικό µοντέλο µε σφαιρική συµµετρία. Ο σκοπός µας εδώ είναι
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να υπολογίσουµε, ϐασιζόµενοι στις εργασίες των Hartle [11] και Hartle and
Friedmann [64], τις ιδιοσυχνότητες µηδενικής και δεύτερης τάξης των τριών
χαµηλότερων τρόπων ακτινικής ταλάντωσης για σχετικιστικά πολυτροπικά
µοντέλα. Οι ιδιοσυχνότητες µηδενικής τάξης ([σ2](0)) είναι οι ιδιοσυχνότη-
τες του µη περιστρεφόµενου µοντέλου, ενώ οι ιδιοσυχνότητες δεύτερης τάξης
([σ2](2)) είναι οι µεταβολές που προκύπτουν στις ιδιοσυχνότητες του περιστρε-
ϕόµενου µοντέλου.

΄Οταν ένας αστέρας περιστρέφεται οµοιόµορφα µε µικρή γωνιακή ταχύτη-
τα Ω, τα τετράγωνα των ιδιοσυχνοτήτων, σ2, µπορούν να αναπτυχθούν σε
σειρά ως προς Ω ([64], Εξ.(2.1))

σ2 = [σ2](0) + [σ2](2) + ... (2.89)

όπου ο εκθέτης ¨(0)¨ υποδηλώνει όρους µηδενικής τάξης ως προς Ω και ο
εκθέτης ¨(2)¨ δηλώνει αντίστοιχα όρους δεύτερης τάξης ως προς Ω.

Για τις ιδιοσυχνότητες µηδενικής τάξης, εφαρµόζουµε τον ¨τελεστή Chan-
drasekhar" ([4], Εξ.(4.6b)), L, στη ¨συνάρτηση µετατόπισης¨ ([4], Εξ.(4.2a,
b, c, d)), U , και το αποτέλεσµα της εφαρµογής αυτού του τελεστή πρέπει να
είναι µηδεν,

L[U ] =W [σ2]0U + (AU ′)′ + F1(−F2 −F3 + F4)U = 0. (2.90)

Η παραγώγιση γίνεται ως προς τη µεταβλητή r και οι εµπλεκόµενες ποσότητες
ορίζονται ως εξής

F1 = e3ν+λ, (2.91)

F2 =
4P ′

r3
, (2.92)

F3 = 8πeλ
P (ρ+ P )

r2
, (2.93)

F4 =
(P ′)2

(ρ+ P )r2
, (2.94)

A =
FΓP

r2
(2.95)

καθώς και η λεγόµενη ¨συνάρτηση ϐαρύτητας¨

W =
e(ν+3λ)/2(ρ+ P )

r2
. (2.96)

Η διαφορική εξίσωση (2.90) είναι µια διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης, η
οποία υπόκειται στην περιοχή γύρω από το r = 0 στην αρχική συνθήκη ([4],
Εξ.(4.2e))

U = αr3, (2.97)
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(χωρίς περιορισµό της γενικότητας, λαµβάνουµε α = 1) και στην επιφάνεια,
όπου r = R, στη συνοριακή συνθήκη

ΓPU ′ = 0. (2.98)

Το παραπάνω είναι ένα πρόβληµα συνοριακών τιµών Sturm-Liouville (SL) µε
ιδιοτιµές τις ιδιοσυχνότητες [σ2](0). Η εξίσωση (2.39) µπορεί να γραφεί στη
λεγόµενη ¨µορφή SL" ([18], Εξ.(14))

(AU ′)′ + (Q+W [σ2](0))U = 0, (2.99)

όπου
Q = F1(−F2 −F3 + F4). (2.100)

Η µορφή SL µπορεί να µετασχηµατιστεί σε ένα σύστηµα δύο διαφορικών
εξισώσεων πρώτης τάξης ([18], Εξς. (18) και (19)),

U ′ = υ, υ′ = −A
′υ + (Q+W [σ2](0))U

A
, (2.101)

µε αρχικές συνθήκες U = r3 και υ = 3r2 κοντά στο κέντρο του αστέρα,
δηλαδή στην περιοχή γύρω από το r = 0 και συνοριακές συνθήκες στην
επιφάνεια του αστέρα, ΓPυ = ΓPU ′ = 0.

Για να υπολογίσουµε τις ιδιοτιµές [σ2](0), εργαζόµαστε ως εξής. Ξεκινάµε
την αριθµητική ολοκλήρωση για µία δοκιµαστική τιµή σ2 και αρχικές συν-
ϑήκες σύµφωνα µε τα παραπάνω. Ολοκληρώνουµε από το κέντρο του αστέρα
προς την επιφάνεια και ελέγχουµε εάν η λύση U που προκύπτει ικανοποιεί
τη συνοριακή συνθήκη ΓPU(R)′ = 0. ∆ηµιουργούµε λοιπόν µια συνάρτηση
της µορφής f(σ2) = 0 και ϐρίσκουµε τις ϱίζες [σ2](0) της συνάρτησης αυτής.
Η διαδικασία εύρεσης ϱίζας µπορεί να επιτευχθεί µε µια αριθµητική µέθοδο
όπως η ¨µέθοδος της διχοτόµησης¨ (bisection method). Οι ιδιοσυχνότητες
δεύτερης τάξης, [σ2](2), υπολογίζονται από τη σχέση ([4], Εξ.(4.8))

(σ2)(2) =

∫ R
0
dreν+λ/2U(r)D(r)∫ R
0
drW (r)U2(r)

(2.102)

και ο ¨οδηγός όρος¨ (driving term) D(r) ορίζεται ως ([4], Πίνακας 4)

D =U ′ × {m0r
−4e2λ+ΦΓ(ρ+ P ) + T0 +

2

3
$2r−1eλ−ΦΓP × T1}+ U × {m0r

−5

e3λ+Φ × S0 + 2h0r
−2(ρ+ P )eλ−Φ[σ2](0) + p0(ρ+ P )r−4e2λ+Φ × S1

+ 4$$′r−1e−Φ(ρ+ P +
1

3
ΓP ) +

2

3
$′2eλ−Φ × S2 +

2

3
$2r−2eλ−Φ × S3},

(2.103)
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όπου

T0 =

[
1

2
p0Γ(ρ+ P )r−3eλ+Φ ×

(
ρ+ P

γP
− ρ

P

)
(1− e−λ)− 2

3
$$′e−Φ(Γ(ρ+ P )

+
2(ΓP )2

ρ+ P
)− 1

12
$′2re−ΦΓ(ρ+ P )

]
,

(2.104)

T1 =

[
− 1

2
(3e−λ − 1)

ρ+ P

P
+

1

2

ΓP

ρ+ P
(1− 5e−λ) +

1

2
Γ(1− e−λ)(1− 1

γ
)

+ 4πr2ΓP

(
1− 1

γ
+

P

ρ+ P

)
− re−λ Γ′P

ρ+ P

]
,

(2.105)

S0 =

[
Γ(ρ+ P )

[
− 1

2
(1− e−λ) + 4πr2P (1 + 2e−λ) + 64π2r4P 2

]
+ (ρ+ P + ΓP )[

− 1− 3e−λ − 16πr2P

(
1 +

1

2
e−λ
)
− 64π2r4P 2

]
+ re−λΓ′P (1 + 8πr2P )

− 2(ρ+ P )[σ(0)]2r2e−λ−ν
]
,

(2.106)

S1 =

(
ρ+ P

γP
− ρ

P

)[
− [σ(0)]2r2eλ−ν − 1

4
(1− e−λ)(1 + 7e−λ)

]
+ 4πΓ′Pr3e−λ

− 2πPr2

[
(1 + e−λ)(2 + Γ) + 8πr2P (1 + Γ)

]
− 2π(ρ+ P )r2

[
(1− e−λ)Γ

+ (1 + e−λ)(2− Γ)
1

γ
+ 8πPr2(1− Γ)

(
1 +

1

γ

)]
(2.107)

S2 =

[
πr2

(
1− 1

2
Γ

)
P (ρ+ P ) + πr2ΓP 2 +

1

16
Γ(ρ+ P )(1− e−λ)

+
1

8
(ρ+ P + ΓP )(1 + e−7λ)− 1

8
rΓ′Pe−λ

] (2.108)

και

S3 =

[
− (ρ+ P + ΓP )[σ(0)]2r2e−ν + (ρ+ P )

[
31

4
e−λ − 5

2
− 1

4
eλ +

1

2
Γ

(e−λ − 1)

]
+ ΓP

[
− 11

4
e−λ +

3

2
+

1

4
eλ
]

+ 4πr2(ρ+ P )P (3 + eλ)(
1

2
Γ− 1

)
+ 4πr2ΓP 2(1 + eλ) + 16π2r4P 2eλ[(Γ− 1)(ρ+ P ) + ΓP ]

+ rΓ′Pe−λ
]
.

(2.109)
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2.7 Αποτελέσµατα

Για τους υπολογισµούς σχετικά µε το µοντέλο ενός µη περιστρεφόµε-
νου αστέρα νετρονίων, την οµοιόµορφη περιστροφή και τις αποκλίσεις από
τη σφαιρική συµµετρία, καθώς και τον υπολογισµό των ιδιοσυχνοτήτων µη-
δενικής και δεύτερης τάξης, ακολουθούµε τη διαδικασία που περιγράφεται
στις παραπάνω παραγράφους. Για τους υπολογισµούς χρησιµοποιήσαµε το
πακέτο Mathematicar.

Παρατηρούµε ότι, όπως έχει επιβεβαιωθεί από πολλούς συγγραφείς ([66],
§4 και §7, [67], §5.3, για διαφορικά περιστρεφόµενους αστέρες νετρονίων και
[14], §6), η µέθοδος διαταραχής του Hartle δίνει εξαιρετικά ακριβή αποτελέ-
σµατα, ακόµα και σε µοντέλα ταχέως περιστρεφόµενων αστέρων νετρονίων,
αν και η µέθοδος αυτή αναπτύχθηκε αρχικά για ϐραδέως περιστρεφόµενους
αστέρες νετρονίων.

Οι παλµικοί αστέρες είναι περιστρεφόµενοι αστέρες νετρονίων, εποµένως
παρουσιάζει µεγάλο ενδιαφέρον να µελετήσουµε τις επιπτώσεις της οµοιό-
µορφης περιστροφής στις ιδιότητες τέτοιων σχετικιστικών αντικειµένων. Συ-
γκεκριµένα, είναι εξαιρετικά ενδιαφέρον να υπολογίσουµε τις ιδιοσυχνότη-
τες των ηµιακτινικών παλµικών ταλαντώσεων (δηλαδή των ταλαντώσεων που
ϑα ήταν ακτινικές εάν δεν υπήρχε περιστροφή). Οι υπολογισµοί γίνονται
για διάφορα µοντέλα προκειµένου να έχουµε ένα µέτρο της επίδρασης της
γενικής σχετικότητας σε αυτές τις συχνότητες. Στην παρούσα εργασία, έχουµε
λοιπόν υπολογίσει και παρουσιάζουµε τα αντίστοιχα αριθµητικά αποτελέσµα-
τα.

Οι υπολογισµοί γίνονται αρχικά για τέσσερα πολυτροπικά µοντέλα µη
περιστρεφόµενων, σχετικιστικών αστέρων νετρονίων, µε πολυτροπικούς δεί-
κτες n = 1.0, 1.5, 2.0, και 2.5. Κάθε µοντέλο επιλύεται για πέντε περιπτώσεις
κεντρικών πυκνοτήτων µάζας-ενέργειας : ρc = 1013, 3.16 × 1013, 1014, 3.16 ×
1014 και 1015 cgs. Οι τιµές αυτές έχουν επιλεγεί ώστε να είναι κάτω από, αλλά
σχετικά κοντά στις λεγόµενες ¨πυκνότητες µεγίστης µάζας¨ (maximum mass
densities) των αντίστοιχων µοντέλων και είναι οι πιο ενδιαφέρουσες περιπτώ-
σεις όταν µελετούµε αστέρες νετρονίων. Αξίζει να αναφέρουµε εδώ ότι η ολική
ϐαρυτική µάζα M ενός µοντέλου, ως συνάρτηση της κεντρικής πυκνότητας
ρc,M = M(ρc), παίρνει τη µέγιστη τιµή της για µια συγκεκριµένη τιµή ρmaxc .
΄Ενα τέτοιο µοντέλο καλείται µοντέλο µεγίστης µάζας και η κεντρική πυκνό-
τητα του µοντέλου αυτού ονοµάζεται ¨πυκνότητα µέγιστης µάζας¨ (maximum
mass density). Οι πυκνότητες µέγιστης µάζας των µοντέλων µας, οι οποίες
έχουν υπολογιστεί µε µέθοδο η οποία περιγράφεται στην ([15], §4), είναι :
ρmaxc = 3.793× 1015, 4.890× 1015, 4.656× 1015 και 3.489× 1015cgs αντίστοιχα
([15], Πίνακες 2, 3, 4 και 5 αντίστοιχα). ΄Ολα τα µοντέλα που µελετήσαµε
στην παρούσα εργασία έχουν ρmaxc < 5× 1015cgs. Συγκεκριµένα, στους υπο-
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λογισµούς µας, η µέγιστη τιµή κεντρικής πυκνότητας που χρησιµοποιούµε
είναι ρc = 1015cgs .

Το κάθε µοντέλο κεντρικής πυκνότητας έχει επιλυθεί για τους τρεις πρώ-
τους τρόπους παλµικής ταλάντωσης, 1, 2 και 3. Για κάθε τρόπο ταλάντωσης,
κάνουµε τους υπολογισµούς µας για οµοιόµορφη περιστροφή, µε γωνιακή
ταχύτητα ίση µε την αντίστοιχη Κεπλεριανή γωνιακή ταχύτητα, ΩK . Η µέ-
ϑοδος διαταραχής του Hartle χρησιµοποιεί τα κατάλληλα αναπτύγµατα ως
προς την παράµετρο περιστροφής ε = Ω/Ωmax, όπου Ωmax =

√
GM/R3

είναι η τιµή της γωνιακής ταχύτητας για την οποία ξεκινάει η κατάρρευση
µάζας προς τον ισηµερινό του αστέρα. Εποµένως, η Ωmax περιγράφει τη
Νευτώνεια ισορροπία µεταξύ ϐαρυτικών και ϕυγόκεντρων δυνάµεων. Βέβαια,
αυτό το Νευτώνειο άνω όριο ϕαίνεται να είναι ένα µάλλον υπερεκτιµηµένο
όριο για τους αστέρες νετρονίων. Για τέτοιου είδους σχετικιστικά αντικεί-
µενα, το κατάλληλο άνω όριο είναι η ΩK . Η ΩK µπορεί να υπολογιστεί µε
διάφορες µεθόδους ([67], [68], [69]). Σε αυτή τη µελέτη, οι Κεπλεριανές γωνι-
ακές ταχύτητες, οι οποίες δίνονται στους Πίνακες 2.1, 2.2, 2.3 και 2.4, έχουν
υπολογιστεί χρησιµοποιώντας το πακέτο "Rotating Neutron Stars Package"
(RNS) [70].

Εξάλλου, στους υπολογισµούς µας ϑεωρούµε ότι οι αδιαβατικοί δείκτες Γ
(2.9) και γ (2.10) συµπίπτουν για τα πολυτροπικά µοντέλα που µελετούµε,
ισχύει δηλαδή

Γ = γ. (2.110)
Επιπλέον, ο αδιαβατικός δείκτης Γ συνδέεται µε τον πολυτροπικό δείκτη n
µέσω της σχέσης

Γ = 1 +
1

n
. (2.111)

Σε όλους τους πίνακες, οι ακέραιοι (ϑετικοί ή αρνητικοί) αριθµοί που ϐρί-
σκονται µέσα σε παρενθέσεις µετά τις αριθµητικές τιµές, υποδηλώνουν δυνά-
µεις του δέκα.
Για τις πέντε περιπτώσεις πυκνότητας µε πολυτροπικό δείκτη n = 1.5 µπο-
ϱούµε να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατά µας στον Πίνακα 2.5 µε τα αντίστοι-
χα αποτελέσµατα του Πίνακα 3 της [64] Για το λόγο αυτό, έχουµε γράψει
τον Πίνακα 2.5 στην ίδια ακριβώς µορφή µε τον Πίνακα 3 της [64]. Τα
αποτελέσµατά µας συγκλίνουν µε εξαιρετική ακρίβεια, εκτός από δύο περι-
πτώσεις ιδιοσυχνοτήτων [σ2](2) του τρόπου ταλάντωσης 2. Η πρώτη διαφορά
παρατηρείται όταν ρc = 1014cgs και είναι ∼ 4% (η ιδιοσυχνότητα που υπο-
λογίζουµε είναι ¨-15.95¨, ενώ η αντίστοιχη της [64] είναι ¨-16.6¨). Η δεύτερη
διαφορά παρατηρείται όταν ρc = 1015cgs και είναι∼ 3% (η ιδιοσυχνότητα που
υπολογίζουµε είναι ¨-14.5¨, ενώ η αντίστοιχη της [64] είναι ¨-13.7¨). Αφού
όµως τα υπόλοιπα αποτελέσµατα συµπίπτουν, ϕαίνεται ότι οι δύο παραπάνω
διαφορές είναι πολύ µικρής σηµασίας.
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Οι παρατηρήσεις µας σχετικά µε τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται
στους Πίνακες 2.5, 2.6, 2.7 και 2.8 είναι οι ακόλουθες. Αρχικά, σε όλες τις
περιπτώσεις που έχουµε επιλύσει, οι διοσυχνότητες [σ2](0) και [σ2](2) αυξά-
νουν σε απόλυτη τιµή µε την κεντρική πυκνότητα. Ισοδύναµα, εφόσον η
αύξηση στην κεντρική ουκνότητα σηµαίνει αύξηση της ϐαρυτικής µάζας, όλες
οι ιδιοσυχνότητες αυξάνουν σε απόλυτη τιµή, όσο αυξάνει η ϐαρυτική µάζα.
Επιπλέον, αφού η αύξηση της κεντρικής πυκνότητας σηµαίνει αύξηση της Κε-
πλεριανής γωνιακής συχνότητας για το αντίστοιχο περιστρεφόµενο µοντέλο,
οι ιδιοσυχνότητες [σ2](2) αυξάνουν σε απόλυτη τιµή όσο αυξάνει η Κεπλεριανή
γωνιακή ταχύτητα.

∆εύτερον, όλες οι ιδιοσυχνότητες [σ2](0) είναι ϑετικές, πράγµα που απο-
δεικνύει τη σταθερότητα των µη περιστρεφόµενων µοντέλων. Οµοίως, οι ιδιο-
συχνότητες [σ2](2) είναι ϑετικές για τον τρόπο ταλάντωσης 0, καθώς και για
τις ¨µαλακές¨ πολυτροπικές καταστατικές εξισώσεις µε πολυτροπικούς δεί-
κτες n = 2.0 και n = 2.5. Συνεπώς, η επίδραση της περιστροφής δεν
επηρεάζει τη σταθερότητα των αντίστοιχων περιστρεφόµενων µοντέλων. Οι
ιδιοσυχνότητες [σ2](2) είναι αρνητικές για τους τρόπους ταλάντωσης 1 και
2 που αντιστοιχούν στις ¨µαλακές¨ πολυτροπικές καταστατικές εξισώσεις µε
πολυτροπικούς δείκτες n = 2.0 και n = 2.5, όπως και για τους 3 τρόπους
ταλάντωσης που αντιστοιχούν στις ¨σκληρές¨ πολυτροπικές καταστατικές εξι-
σώσεις µε πολυτροπικούς δείκτες n = 1.0 και n = 1.5. Αυτό σηµαίνει ότι,
εισάγοντας την περιστροφή, το αντίστοιχο µη περιστρεφόµενο µοντέλο τείνει
να αποσταθεροποιηθεί. Αξίζει εδώ να σηµειωθεί ότι, ανάµεσα στις καταστα-
τικές εξισώσεις που έχουµε χρησιµοποιήσει, αυτές που οδηγούν σε µεγαλύ-
τερες τιµές πίεσης P για δεδοµένη πυκνότητα ενέργειας-µάζας ρ είναι οι πιο
¨σκληρές¨ καταστατικές εξισώσεις, ενώ οι πιο ¨µαλακές¨ καταστατικές εξι-
σώσεις οδηγούν σε µικρότερες πιέσεις P για την ίδια ρ. Να σηµειώσουµε
ότι για αύξοντα πολυτροπικό δείκτη n, οι πολυτροπικές καταστατικές εξισώ-
σεις γίνονται πιο ¨µαλακές¨ (και αντίστοιχα, όσο ο πολυτροπικός δείκτης n
µικραίνει, οι πολυτροπικές καταστατικές εξισώσεις γίνονται πιο ¨σκληρές¨).

Τέλος, στις περιπτώσεις που εξετάσαµε, οι ιδιοσυχνότητες µηδενικής τά-
ξης [σ2](0) είναι περίπου µια τάξη µεγέθους µεγαλύτερες από τις αντίστοιχες
Κεπλεριανές γωνιακές ταχύτητες Ω2

K . Αυτή η απόκλιση είναι στην πραγ-
µατικότητα µια απαραίτητη συνθήκη ώστε η ϑεωρία διαταραχών που ανα-
πτύχθηκε στις [4] και [64] να µπορεί να εφαρµοστεί. Συνεπώς, όλες οι πε-
ϱιπτώσεις που µελετήθηκαν ϐρίσκονται µέσα στα όρια όπου η ϑεωρία αυτή
µπορεί να εφαρµοστεί και κυρίως της Εξ.(2.89) για τον υπολογισµό των ιδιο-
συχνοτήτων δεύτερης τάξης [σ2](2), οι οποίες αντιπροσωπεύουν τις µεταβολές
στις παλµικές ταλαντώσεις λόγω περιστροφής.
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Πίνακας 2.1: Κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας, κεντρική πυκνότητα
µάζας ηρεµίας, ϐαρυτική µάζα και ακτίνα για ένα µη περιστρεφόµενο σχετικι-
στικό πολυτροπικό µοντέλο µε πολυτροπικό δείκτη n = 1.0 και πολυτροπική
σταθερά K = 1015cgs = 1.499× 1012gu. Οι Κεπλεριανές γωνιακές ταχύτητες
έχουν υπολογιστεί µε το πακέτο RNS.

ρc %c M R ΩK

(cgs) (cgs) (gu) (gu) (gu)
1.00(13) 9.99(12) 3.38(3) 1.52(6) 1.98(-8)
3.16(13) 3.15(13) 1.04(4) 1.52(6) 3.51(-8)
1.00(14) 9.89(13) 3.09(4) 1.49(6) 6.24(-8)
3.16(14) 3.06(14) 8.02(4) 1.41(6) 1.10(-7)
1.00(15) 9.08(14) 1.56(5) 1.23(6) 1.92(-7)

Πίνακας 2.2: Κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας, κεντρική πυκνότητα
µάζας ηρεµίας, ϐαρυτική µάζα και ακτίνα για ένα µη περιστρεφόµενο σχετικι-
στικό πολυτροπικό µοντέλο µε πολυτροπικό δείκτη n = 1.5 και πολυτροπική
σταθερά K = 5.380 × 1015cgs = 3.389 × 107gu. Οι Κεπλεριανές γωνιακές
ταχύτητες έχουν υπολογιστεί µε το πακέτο RNS.

ρc %c M R ΩK

(cgs) (cgs) (gu) (gu) (gu)
1.00(13) 9.96(12) 1.58(4) 3.13(6) 1.42(-8)
3.16(13) 3.13(13) 2.73(4) 2.56(6) 2.52(-8)
1.00(14) 9.80(13) 4.54(4) 2.08(6) 4.46(-8)
3.16(14) 3.04(14) 7.08(4) 1.66(6) 7.81(-8)
1.00(15) 9.22(14) 9.84(4) 1.29(6) 1.35(-7)

Πίνακας 2.3: Κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας, κεντρική πυκνότητα
µάζας ηρεµίας, ϐαρυτική µάζα και ακτίνα για ένα µη περιστρεφόµενο σχετικι-
στικό πολυτροπικό µοντέλο µε πολυτροπικό δείκτη n = 2.0 και πολυτροπική
σταθερά K = 1012cgs = 1.291 × 105gu. Οι Κεπλεριανές γωνιακές ταχύτητες
έχουν υπολογιστεί µε το πακέτο RNS.

ρc %c M R ΩK

(cgs) (cgs) (gu) (gu) (gu)
1.00(13) 9.93(12) 2.61(4) 4.59(6) 9.96(-9)
3.16(13) 3.12(13) 3.38(4) 3.43(6) 1.76(-8)
1.00(14) 9.78(13) 4.29(4) 2.52(6) 3.10(-8)
3.16(14) 3.04(14) 5.27(4) 1.87(6) 5.41(-8)
1.00(15) 9.36(14) 6.13(5) 1.37(6) 9.32(-8)
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Πίνακας 2.4: Κεντρική πυκνότητα µάζας-ενέργειας, κεντρική πυκνότητα
µάζας ηρεµίας, ϐαρυτική µάζα και ακτίνα για ένα µη περιστρεφόµενο σχετικι-
στικό πολυτροπικό µοντέλο µε πολυτροπικό δείκτη n = 2.5 και πολυτροπική
σταθερά K = 1500 × 1013cgs = 2.980 × 103gu. Οι Κεπλεριανές γωνιακές
ταχύτητες έχουν υπολογιστεί µε το πακέτο RNS.

ρc %c M R ΩK

(cgs) (cgs) (gu) (gu) (gu)
1.00(13) 9.93(12) 1.96(4) 5.31(6) 6.74(-9)
3.16(13) 3.13(13) 2.16(4) 3.76(6) 1.19(-8)
1.00(14) 9.84(13) 2.36(4) 2.55(6) 2.10(-8)
3.16(14) 3.08(14) 2.54(4) 1.82(6) 3.67(-8)
1.00(15) 9.60(14) 2.68(4) 1.29(6) 6.38(-8)

Πίνακας 2.5: Ιδιοσυχνότητες των τριών χαµηλότερων τρόπων ταλάντωσης ενός
µη περιστρεφόµενου και ενός περιστρεφόµενου σχετικιστικού πολυτροπικού
µοντέλου µε πολυτροπικό δείκτη n = 1.0 και πολυτροπική σταθερά και Κε-
πλεριανές γωνιακές ταχύτητες όπως αυτές του Πίνακα 1.

Mode0 Mode1 Mode2
ρc [σ2](0) [σ2](2) [σ2](0) [σ2](2) [σ2](0) [σ2](2)

(cgs) (gu) (gu) (gu) (gu) (gu) (gu)
1.00(+13) 3.51(-15) -3.72(-16) 1.50(-14) -3.38(-15) 3.19(-14) -7.77(-15)
3.16(+13) 1.08(-14) -1.12(-15) 4.66(-14) -9.23(-15) 9.94(-14) -1.64(-14)
1.00(+14) 3.18(-14) -3.74(-15) 1.41(-13) -3.28(-14) 3.01(-13) -7.43(-14)
3.16(+14) 7.99(-14) -1.13(-14) 3.87(-13) -9.62(-14) 8.37(-13) -2.19(-13)
1.00(+15) 1.33(-13) -2.70(-14) 8.68(-13) -2.40(-13) 1.92(-12) -5.47(-13)

Πίνακας 2.6: Ιδιοσυχνότητες των τριών χαµηλότερων τρόπων ταλάντωσης ενός
µη περιστρεφόµενου και ενός περιστρεφόµενου σχετικιστικού πολυτροπικού
µοντέλου µε πολυτροπικό δείκτη n = 1.5 και πολυτροπική σταθερά και Κε-
πλεριανές γωνιακές ταχύτητες όπως αυτές του Πίνακα 2.

Mode0 Mode1 Mode2
ρc [σ2](0) [σ2](2)

Ω2 [σ2](0) [σ2](2)

Ω2 [σ2](0) [σ2](2)

Ω2

(cgs) (gu) (gu) (gu)
1.00(+13) 1.35(-15) -0.33 6.36(-15) -7.40 1.35(-14) -17.27
3.16(+13) 4.07(-15) -0.32 1.96(-14) -7.25 4.17(-14) -17.17
1.00(+14) 1.16(-14) -0.31 5.87(-14) -6.96 1.26(-13) -15.95
3.16(+14) 2.98(-14) -0.28 1.66(-13) -6.65 3.59(-13) -15.51
1.00(+15) 5.88(-14) -0.22 4.27(-13) -5.97 9.38(-13) -14.15
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Πίνακας 2.7: Ιδιοσυχνότητες των τριών χαµηλότερων τρόπων ταλάντωσης ενός
µη περιστρεφόµενου και ενός περιστρεφόµενου σχετικιστικού πολυτροπικού
µοντέλου µε πολυτροπικό δείκτη n = 2.0 και πολυτροπική σταθερά και Κε-
πλεριανές γωνιακές ταχύτητες όπως αυτές του Πίνακα 3.

Mode0 Mode1 Mode2
ρc [σ2](0) [σ2](2) [σ2](0) [σ2](2) [σ2](0) [σ2](2)

(cgs) (gu) (gu) (gu) (gu) (gu) (gu)
1.00(+13) 5.20(-16) 4.07(-18) 2.84(-15) -7.02(-16) 5.98(-15) -1.69(-15)
3.16(+13) 1.54(-15) 1.44(-17) 8.72(-15) -2.16(-15) 1.84(-14) -5.21(-15)
1.00(+14) 4.35(-15) 6.89(-17) 2.63(-14) -6.02(-15) 5.60(-14) -1.15(-14)
3.16(+14) 1.10(-14) 2.64(-16) 7.62(-14) -1.85(-14) 1.63(-13) -4.07(-14)
1.00(+15) 2.24(-14) 1.13(-15) 2.09(-13) -5.25(-14) 4.52(-13) -1.24(-13)

Πίνακας 2.8: Ιδιοσυχνότητες των τριών χαµηλότερων τρόπων ταλάντωσης ενός
µη περιστρεφόµενου και ενός περιστρεφόµενου σχετικιστικού πολυτροπικού
µοντέλου µε πολυτροπικό δείκτη n = 2.5 και πολυτροπική σταθερά και Κε-
πλεριανές γωνιακές ταχύτητες όπως αυτές του Πίνακα 4.

Mode0 Mode1 Mode2
ρc [σ2](0) [σ2](2) [σ2](0) [σ2](2) [σ2](0) [σ2](2)

(cgs) (gu) (gu) (gu) (gu) (gu) (gu)
1.00(+13) 1.62(-16) 1.57(-17) 1.25(-15) -3.24(-16) 2.59(-15) -7.89(-16)
3.16(+13) 4.72(-16) 5.01(-17) 3.85(-15) -1.00(-15) 8.02(-15) -2.44(-15)
1.00(+14) 1.31(-15) 1.69(-16) 1.19(-14) -2.25(-15) 2.59(-14) -2.76(-15)
3.16(+14) 3.23(-15) 5.26(-16) 3.54(-14) -8.09(-15) 7.53(-14) -1.32(-14)
1.00(+15) 6.16(-15) 1.68(-15) 1.03(-13) -2.52(-14) 2.18(-13) -4.95(-14)



Κεφάλαιο 3

ΜΗ ΑΚΤΙΝΙΚΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ
ΑΣΤΕΡΩΝ ΝΕΤΡΟΝΙΩΝ ΚΑΙ
ΒΑΡΥΤΙΚΑ ΚΥΜΑΤΑ

3.1 Εισαγωγή

Σκοπός µας στο δεύτερο µέρος της παρούσας διδακτορικής διατριβής είναι
η µελέτη των µη ακτινικών ταλαντώσεων σχετικιστικών, πολυτροπικών αστέ-
ϱων νετρονίων και συγκεκριµένα, προσπαθούµε να επαληθεύσουµε την αξι-
οπιστία και την ακρίβεια µιας νέας αριθµητικής µεθόδου, της λεγόµενης ¨συ-
νολικής στρατηγικής του µιγαδικού επιπέδου¨ (overall complex plane strate-
gy, OCPS), µελετώντας αρχικά την περίπτωση των "w τρόπων ταλάντωσης¨ (w-
modes) και στη συνέχεια των f, p τρόπων ταλάντωσης, τετραπολικών (l = 2),
µη ακτινικών ταλαντώσεων.

Χαρακτηριστικό ενός αστέρα νετρονίων που εκτελεί µη ακτινικές ταλα-
ντώσεις είναι η προβλεπόµενη εκποµπή ϐαρυτικής ακτινοβολίας που περι-
γράφεται από τη Γενική Θεωρία της Σχετικότητας, ενώ δεν υπάρχει Νευτώνειο
ανάλογο. Η ακτινοβολία των ϐαρυτικών κυµάτων των αστέρων νετρονίων έχει
κερδίσει το ενδιαφέρον των αστροφυσικών, καθώς οι πολύ υψηλές πυκνότητες
των αστέρων νετρονίων σε συνδυασµό µε τις µη ακτινικές τους ταλαντώσεις
τους καθιστούν µοναδικές πηγές ισχυρών ϐαρυτικών πεδίων. Η Ϲεύξη των
ταλαντώσεων αυτών µε τα ϐαρυτικά κύµατα οδηγεί στην απόσβευση των τα-
λαντώσεων, καθώς τα ϐαρυτικά κύµατα ¨µεταφέρουν¨ την ενέργεια των ταλα-
ντώσεων. Ο Einstein ήταν ο πρώτος που διατύπωσε τις εξισώσεις που περι-
γράφουν µικρές, µη ακτινικές, ηµιπεριοδικές ταλαντώσεις για σχετικιστικά
αστρικά µοντέλα. Αυτές οι εξισώσεις µελετήθηκαν αρχικά από τους Thorne
και Campolattaro ([32], [33]) για την περίπτωση των µη ακτινικών ταλαντώ-
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σεων αστέρων νετρονίων. Ο απαραίτητος ϕορµαλισµός για να περιγράψει
τα παραπάνω καταλήγει σε ένα σύστηµα πέντε διαφορικών εξισώσεων. Το
σύστηµα αυτό µπορεί όµως να απλοποιηθεί σε ένα σύστηµα τεσσάρων δια-
ϕορικών εξισώσεων, όπως απέδειξαν οι Ipser και Thorn [76] το 1973 και
αργότερα οι Linblom και Detweiler [71] το 1983. Από τις τέσσερις αυτές δι-
αφορικές εξισώσεις, οι δύο πρώτες περιγράφουν τις διαταραχές του ϱευστού
στον αστέρα νετρονίων και οι δύο τελευταίες περιγράφουν τη ϐαρυτική ακτι-
νοβολία. Οι συχνότητες ϕυσικής ταλάντωσης ενός αστέρα νετρονίων, ο οποίος
εκπέµπει κύµατα ϐαρύτητας (ενώ η εισερχόµενη σε αυτόν ϐαρυτική ακτινο-
ϐολία είναι αµελητέα) ονοµάζονται ιδιοσυχνότητες των ¨ηµικανονικών τρόπων
ταλάντωσης¨ (quasi-normal modes). Οι ιδιοσυχνότητες είναι µιγαδικές και
µπορούν να έχουν µεγάλα ϕανταστικά µέρη [8], πράγµα που ερµηνεύεται ως
γρήγορη απώλεια ενέργειας εξαιτίας της ϐαρυτικής ακτινοβολίας. Το πραγ-
µατικό µέρος των ιδιοσυχνοτήτων ερµηνεύει το ϱυθµό των παλµών του αστέρα,
ενώ το ϕανταστικό µέρος εκφράζει την απόσβεση της ταλάντωσης.

Το δύσκολο πρόβληµα της επίλυσης του παραπάνω συστήµατος διαφορι-
κών εξισώσεων και του υπολογισµού των µη ακτινικών τρόπων ταλάντωσης έ-
χει µελετηθεί στο παρελθόν από πολλούς ερευνητές, οι οποίοι όµως αντιµετώ-
πισαν προβλήµατα στην αριθµητική προσέγγιση. Στην παρούσα εργασία, η
αριθµητική ολοκλήρωση του παραπάνω συστήµατος µε την προαναφερθείσα
OCPS πραγµατοποιείται στο µιγαδικό επίπεδο και προκειµένου να αποφύ-
γουµε ασυνέχειες στο κέντρο και στην επιφάνεια του αστέρα, εισάγουµε ένα
µικρό ϕανταστικό µέρος στην αρχική τιµή της ακτινικής µεταβλητής r.

Η µέθοδός µας µπορεί να εφαρµοστεί και σε άλλα αστρικά αντικείµενα,
όπως σε αστέρες κουάρκ και αστέρες χαµαιλέοντων.

3.2 Ανασκόπηση της µελέτης των µη ακτινικών
ταλαντώσεων των αστέρων νετρονίων

Τα πολύ ισχυρά ϐαρυτικά πεδία των αστέρων νετρονίων σε συνδυασµό
µε τις καταστάσεις της ύλης στις εξαιρετικά υψηλές πυκνότητες στις οποί-
ες ϐρίσκονται, έχουν προσελκύσει το ενδιαφέρον των ερευνητών [71]. Οι
µακροσκοπικές παράµετροι ισορροπίας των αστέρων νετρονίων (µάζες, ακτί-
νες, ϱοπές αδράνειας, κ.λπ.) εξαρτώνται από τις ιδιότητες της ύλης στο εσωτε-
ϱικό τους (Arnett and Bowers, 1977 [77]), µε αποτέλεσµα η παρατήρηση
αυτών των παραµέτρων να µας δίνει τη δυνατότητα να µελετήσουµε την ύλη
σε υψηλές πυκνότητες. Η µελέτη της εσωτερικής δοµής των αστέρων νετρο-
νίων µπορεί επίσης να επιτευχθεί µελετώντας τη δυναµική τους συµπεριφορά,
δηλαδή τις ταλαντώσεις αυτών που προκύπτουν από µικρές διαταραχές από
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τη ϑέση ισορροπίας [71].
Πληθώρα παρατηρήσεων έχει γίνει τα τελευταία χρόνια που ϑεωρούµε

ότι σχετίζονται µε διαταραγµένους από την κατάσταση ισορροπίας αστέρες
νετρονίων. Οι παρατηρήσεις αυτές χωρίζονται ϐασικά σε δύο κατηγορίες :
πρώτον, σε ϕαινόµενα που σχετίζονται µε εκποµπή ακτίνων Χ και γ (Ra-
maty and Lingenfelter, 1981 [78]) και δεύτερον, σε παρατηρήσεις σχετικές
µε τις χρονικές µετρήσεις των παλµών των παλµικών αστέρων. Παρατηρήσεις
ηµιπεριοδικών υποπαλµών έχουν συνδεθεί µε τις ταλαντώσεις αστέρων νετρο-
νίων από πολλούς ερευνητές (π.χ. Boriakoff, 1976 [79], Van Horn, 1980
[80]). Οι παραπάνω παρατηρήσεις που σχετίζονται µε ταλαντούµενους αστέ-
ϱες νετρονίων οδήγησε στη µελέτη των ταλαντώσεων και συγκεκριµένα στον
αριθµητικό υπολογισµό των ιδιοσυχνοτήτων των ταλαντώσεων. Οι Linblom
και Detweiler [71] υπολόγισαν αριθµητικά τις ιδιοσυχνότητες των τετραπο-
λικών τρόπων ταλάντωσης αστέρων νετρονίων χρησιµοποιώντας τις ίδιες κα-
ταστατικές εξισώσεις που χρησιµοποίησαν και οι Arnett και Bowers (1977)
[77]. Οι πρώτοι που µελέτησαν τις µη ακτινικές ταλαντώσεις καθαρά σχε-
τικιστικών αστέρων νετρονίων ήταν ο Thorne και οι συνεργάτες του (Thorne
and Campolattaro, 1967 [32], Price and Thorne, 1969 [34], Thorne, 1969
[35], Campolattaro and Thorne, 1970 [81], Ipser and Thorne, 1973 [76]).
Οι αριθµητικές µέθοδοι του Thorne δεν του επέτρεψαν όµως να υπολογίσει
µε ακρίβεια το ϕανταστικό µέρος των ιδιοσυχνοτήτων των µη ακτινικών τα-
λαντώσεων που σχετίζεται µε την απόσβεση των ταλαντώσεων λόγω εκποµπής
ϐαρυτικής ακτινοβολίας.

Μια ϑεωρία διαταραχών που αναπτύχθηκε από τους Detweiler και Ipser
(1973) [82] χρησιµοποιήθηκε από τον Detweiler (1975) [83] για να υπολογίσει
προσεγγιστικά ιδιοσυχνότητες ταλάντωσης για περισσότερα µοντέλα από αυτά
που µελέτησε ο Thorne [35]. Αντιµετώπισε όµως και αυτός δυσκολίες στον
υπολογισµό του ϕανταστικού µέρους των ιδιοσυχνοτήτων, κυρίως στις περι-
πτώσεις όπου το ϕανταστικό µέρος των ιδιοσυχνοτήτων ήταν πολύ µικρότερο
από το πραγµατικό. Στη συνέχεια, οι Lindblom και Detweiler [71] παρουσί-
ασαν µια εκτενέστερη µελέτη για τον υπολογισµό των ιδιοσυχνοτήτων των
µη ακτινικών ταλαντώσεων αστέρων νετρονίων για µια ευρεία γκάµα µοντέ-
λων, προσπαθώντας επίσης να προσεγγίσουν µε µεγαλύτερη ακρίβεια τόσο τα
πραγµατικά όσο και τα ϕανταστικά µέρη των ιδιοσυχνοτήτων.

Το σύστηµα των τεσσάρων διαφορικών εξισώσεων που περιγράφει τις µη
ακτινικές ταλαντώσεις των αστέρων νετρονίων ϕαίνεται να µην απλοποείται
περαιτέρω, αν και οι Chandrasekhar και Ferrari (1991) ([84], [85]) προσπά-
ϑησαν να απλοποιήσουν κι άλλο τη µορφή του.

Η Ϲεύξη των µη ακτινικών ταλαντώσεων µε τα κύµατα ϐαρύτητας οδηγεί
στην απόσβεση των ταλαντώσεων, γιατί η ϐαρυτική ακτινοβολία µεταφέρει την
ενέργεια των παλµών των αστέρων νετρονίων [8]. Υπάρχουν ϐέβαια περιπτώ-
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σεις όπου αυτή η απώλεια ενέργειας οδηγεί στην ενίσχυση κάποιων τρόπων
ταλάντωσης (Chandrasekhar, 1970 [86], Friedman and Schutz, 1978 [87]).

Σε προηγούµενες µελέτες, τα ϕανταστικά µέρη των ιδιοσυχνοτήτων υπολο-
γίστηκαν ότι είναι πολύ µικρά σε σύγκριση µε τα πραγµατικά µέρη, πράγµα
που εκφράζει αργή απόσβεση της ταλάντωσης. Οι Kokkotas και Schutz [8]
πρότειναν ένα νέο µοντέλο και ανακάλυψαν µια καινούρια οικογένεια κανο-
νικών τρόπων µη ακτινικών ταλαντώσεων κατά τις οποίες το σύστηµα χάνει
γρήγορα ενέργεια. Οι ιδιοσυχνότητες έχουν ϕανταστικά µέρη της ίδιας τάξης
µεγέθους µε τα ϕανταστικά µέρη (w-modes).

Με αφορµή τη µελέτη των Kokkotas και Schutz, ο Kojima (1980) [9] ήταν
ο πρώτος που αναζήτησε και υπολόγισε τρόπους ταλάντωσης µε µεγάλη από-
σβεση σε ϱεαλιστικά, πολυτροπικά µοντέλα. Η µέθοδός του προσέγγισε µε
ικανοποιητική ακρίβεια ασθενώς σχετικιστικούς αστέρες νετρονίων. Στη συνέ-
χεια, οι Kokkotas και Schutz [8] έδωσαν δύο ακόµα εναλλακτικές µεθόδους
υπολογισµού ιδιοσυχνοτήτων για σχετικιστικούς αστέρες νετρονίων, οι οποίες
προσέγγισαν πολύ τα αποτελέσµατα του Kojima [9].

3.3 Ανασκόπηση της ¨Στρατηγικής του Μιγαδικού
Επιπέδου¨

Η ¨στρατηγική του µιγαδικού επιπέδου¨ (complex plane strategy, CPS)
χρησιµοποιείται για την ολοκλήρωση συνήθων διαφορικών εξισώσεων στο µι-
γαδικό επίπεδο, είτε κατά µήκος ενός ¨µονοπατιού¨ που ανήκει σε διάστηµα
Ir ⊂ R και η ανεξάρτητη µεταβλητή r είναι πραγµατική, είτε κατά µήκος
ενός ¨µιγαδικού µονοπατιού¨ C ⊂ C, όπου η ανεξάρτητη µεταβλητή r είναι
µιγαδική.

Η ανάγκη για ολοκλήρωση στο µιγαδικό επίπεδο προκύπτει όταν επιβάλ-
λουµε προβλήµατα αρχικών τιµών: (i) σε συνήθεις διαφορικές εξισώσεις που
παρουσιάζουν ασυνέχειες και απροσδιοριστίες στο σηµείο r = 0 και/ή στο
σηµείο r = R (δηλαδή στο κέντρο και στην επιφάνεια του αστέρα) και (ii)
εµπεριέχουν όρους που δεν ορίζονται στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών
R όταν η ανεξάρτητη µεταβλητή r ξεπερνάει µια ορισµένη τιµή (συνήθως όταν
r > R).

Η CPS είναι η πρώτη µέθοδος που έχει εισαγάγει σε προβλήµατα Αστρο-
ϕυσικής, τα οποία παρουσιάζουν αριθµητικά προβλήµατα όπως αυτά που
περιγράφτηκαν παραπάνω, την ιδέα µετασχηµατισµού πραγµατικών συναρ-
τήσεων µιας πραγµατικής ανεξάρτητης µεταβλητής (π.χ. της πραγµατικής
απόστασης r) σε µιγαδικές συναρτήσεις µιας µιγαδικής ανεξάρτητης µετα-
ϐλητής (όπως η µιγαδική απόσταση rεC) ([88], §3). Μια παρόµοια ιδέα έχει
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εφαρµοστεί και σε προβλήµατα δυναµικής, όπου ο χρόνος παίζει το ϱόλο της
ανεξάρτητης µεταβλητής. Τέτοιου είδους προβλήµατα συναντούµε σε άρθρα
µε τίτλους όπως ¨ολοκλήρωση µιγαδικού χρόνου¨ (complex time integration)
(ϐλέπε π.χ. [89] και τις περιεχόµενες αναφορές).

Η CPS έχει εφαρµοστεί σε προβλήµατα Αστροφυσικής στα οποία χρησι-
µοποιούµε την πολυτροπική καταστατική εξίσωση ή άλλες καταστατικές εξι-
σώσεις µε παρόµοια µαθηµατική δοµή. Τέτοια προβλήµατα είναι τα πολυ-
τροπικά µοντέλα (ϐλέπε π.χ. [90]), το ηλιακό σύστηµα των πλανητών και το
σύστηµα των δορυφόρων του πλανήτη ∆ία (ϐλέπε π.χ. [88] και [91]), µοντέ-
λα λευκών νάνων που υπακούουν στις καταστατικές εξισώσεις του Chan-
drasekhar (ϐλέπε π.χ. [92]) και τα σχετικιστικά πολυτροπικά µοντέλα αστέ-
ϱων νετρονίων [15].

Με τη µέθοδο CPS έχουµε τη δυνατότητα να συνεχίσουµε την ολοκλή-
ϱωση των διαφορικών εξισώσεων σε προβλήµατα αρχικών τιµών και πέρα
από την ακτίνα R, σε µοντέλα µη περιστρεφόµενων αστέρων αντί να τερµατί-
Ϲουµε την ολοκλήρωση λίγο πριν την επιφάνεια (ϐλέπε π.χ. [67], §3.2 και
[14], §5). Συνεπώς, µε τη µέθοδο CPS µπορούµε να ολοκληρώσουµε συνή-
ϑεις διαφορικές εξισώσεις και σε µοντέλα περιστρεφόµενων αστέρων, όπου
παρουσιάζονται αποκλίσεις από τη σφαιρική συµµετρία λόγω περιστροφής
και η ολοκλήρωση πρέπει να συνεχιστεί και για r > R. Αποφεύγουµε έτσι
τη χρήση της ¨αριθµητικής παρέκτασης¨ (extrapolation) για r > R. Με τον
τρόπο αυτό τα αριθµητικά σφάλµατα είναι ικανοποιητικά µικρά.

Στην παρούσα διδακτορική διατριβή, για τις ανάγκες του προβλήµατός
µας χρησιµοποιούµε µια γενίκευση της µεθόδου CPS , τη λεγόµενη OCPS ,
όπου οι ολοκληρώσεις µας στο µιγαδικό επίπεδο επεκτείνονται στο εξωτερικό
του αστέρα νετρονίων, σε απόσταση πολύ µακριά από αυτόν.

3.4 Το διαταραγµένο µοντέλο των µη ακτινικών
ταλαντώσεων

Μια µικρού πλάτους κίνηση του ϱευστού στο εσωτερικό του αστέρα νε-
τρονίων που εκτελεί µη ακτινικές ταλαντώσεις µπορεί να περιγραφεί από το
διάνυσµα Λαγκρανζιανής µετατόπισης, ξα, το οποίο, σε πολικές συντεταγ-
µένες, έχει συνιστώσες

ξr = rl−1e−λ/2WY l
me

iωt, (3.1)

ξθ = −rl−2V ∂θY
l
me

iωt, (3.2)

ξφ = −rl(rsinθ)−2V ∂φY
l
me

iωt. (3.3)
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Ως αποτέλεσµα της κίνησης αυτής, η γεωµετρία του χωροχρόνου µέσα στον
αστέρα, αλλά και έξω από αυτόν, παρουσιάζει διακυµάνσεις, οι οποίες περι-
γράφονται από δέκα συναρτήσεις hµν = hνµ ως προς τις συντεταγµένες
(t, r, θ, φ) = (x0, x1, x2, x3),

ds2 = (ds2)0 + hµνdx
µdxν . (3.4)

Το µοντέλο ενός µη ακτινικά ταλαντούµενου αστέρα µπορεί να περιγραφεί
ως διαταραχή του µοντέλου TOV και περιγράφεται από τις δεκατρείς εξισώ-
σεις ξα και hµν. Για να γράψουµε πιο αναλυτικά τη διαταραγµένη µετρική,
εισάγουµε τις κατάλληλες σφαιρικές αρµονικές, Ylm, οι οποίες χαρακτηρί-
Ϲονται από οµοτιµία π και χρησιµοποιούµε τον τρόπο που πρώτοι υπέδειξαν
οι Regge και Wheeler [73]

ds2 =− eν(1 + rlH0(r, t)Y l
m)dt2 − 2iωrl+1H1(r, t)Y l

mdtdr

+ eλ(1− rlH0(r, t)Y l
m)dr2

+ r2(1− rlK(r, t)Y l
m)(dθ2 + sin2θdφ2).

(3.5)

Να σηµειώσουµε ότι για µικρού πλάτους ταλαντώσεις, δεν υπάρχει Ϲεύξη
µεταξύ των διαφόρων αρµονικών. Οι συναρτήσεις eν και eλ είναι µετρικές
συναρτήσεις του µη διαταραγµένου µοντέλου (2.15) και ω είναι η γωνι-
ακή συχνότητα του αστέρα που υπόκειται σε ταλάντωση. Αποδεικνύεται
ότι µόνο οι σφαιρικές αρµονικές άρτιας οµοτιµίας περιγράφουν ϐαρυτική
ακτινοβολία σε Ϲεύξη µε τις µη ακτινικές ταλαντώσεις ([32], [33]). Οι συ-
ναρτήσεις H0, H1, K και W που περιγράφουν τη διαταραχή της µετρικής
συνάρτησης, καθώς και οι συναρτήσεις V και X που περιγράφουν τη δια-
ταραχή από την κατάσταση υδροστατικής ισορροπίας δεν είναι όλες γραµ-
µικά ανεξάρτητες, όπως πρώτοι έδειξαν οι Thorme και Campolattaro µε την
παρακάτω εξίσωση([32], [33]), η οποία προκύπτει από την εξίσωση του Ein-
stein ([72], Εξ.(5))

[3m+
1

2
(l + 2)(l − 1)r + 4πr3P ]H0 =

8πr3e−ν/2X − [
1

2
l(l + 1)(m+ 4πr3P )− ω2r3e−λ+ν ]H1

+ [
1

2
(l + 2)(l − 1)r − ω2r3e−ν − r−1eλ(m+ 4πr3P )(3m− r + 4πr3P )]K,

(3.6)
όπου η συνάρτηση X ορίζεται ως

X = ω2(ρ+ P )e−ν/2V − r−1P ′e(ν−λ)/2W +
1

2
(ρ+ P )eν/2H0. (3.7)
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Οι συναρτήσεις ρ, P καιm είναι οι συναρτήσεις της πυκνότητας µάζας-ενέργειας,
της πίεσης και της ϐαρυτικής µάζας του µη διαταραγµένου µοντέλου και η
παραγώγιση γίνεται ως προς τη µεταβλητή r.

Οι συναρτήσεις H0, H1, K,W και V µπορούν να αναλυθούν σε γινόµενο
µιας ακτινικής συνάρτησης του r και µιας εκθετικής συνάρτησης ως προς το
χρόνο ([32], [33]) και [82],

H0(r, t) = H0(r)eiωt, (3.8)

H1(r, t) = H1(r)eiωt, (3.9)

K(r, t) = K(r)eiωt, (3.10)

W (r, t) = W (r)eiωt, (3.11)

V (r, t) = V (r)eiωt. (3.12)

Η µετρική µπορεί να γραφεί λοιπόν αναλυτικότερα

ds2 =− eν(1 + rlH0Y
l
me

iωt)dt2 − 2iωrl+1H1Y
l
me

iωtdtdr

+ eλ(1− rlH0Y
l
me

iωt)dr2

+ r2(1− rlKY l
me

iωt)(dθ2 + sin2θdφ2).

(3.13)

Αν από την εξίσωση (3.6) απαλοίψουµε τη συνάρτηση H0, µπορούµε να γρά-
ψουµε το σύστηµα των τεσσάρων διαταρακτικών συναρτήσεων H1, K,W και
X ως σύστηµα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης,

H ′1 = −r−1[l+1+2meλr−1+4πr2eλ(P−ρ)]H1+r−1eλ[H0+K−16π(ρ+P )V ],
(3.14)

K ′ = r−1H0+
1

2
l(l+1)r−1H1−[(l+1)r−1−1

2
ν ′]K−8π(ρ+P )eλ/2r−1W, (3.15)

W ′ = −(l+1)r−1W+reλ/2[γ−1P−1e−ν/2X−l(l+1)r−2V +
1

2
H0 +K], (3.16)

X ′ = −lr−1X + (ρ+ P )eν/2{1

2
(r−1 − 1

2
ν ′)H0 +

1

2
[rω2e−ν +

1

2
l(l + 1)r−1]H1

+
1

2
(
3

2
ν ′ − r−1)K − 1

2
l(l + 1)ν ′r−2V − r−1[4π(ρ+ P )eλ/2 + ω2eλ/2−ν

− 1

2
r2(r−2e−λ/2ν ′)′]W}.

(3.17)
Η εξάρτηση του παραπάνω συστήµατος από τις συναρτήσεις m, ρ και ν µας
οδηγεί να τις ολοκληρώσουµε τελικά ως ένα σύστηµα εφτά διαφορικών ε-
ξισώσεων πρώτης τάξης, συµπεριλαµβανοµένων των διαφορικών εξισώσεων
TOV ((2.5), (2.6)) του µη διαταραγµένου µοντέλου. Να σηµειώσουµε εδώ
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ότι ως γ έχουµε χρησιµοποιήσει τον αδιαβατικό δείκτη τον σχετιζόµενο µε
την καταστατική εξίσωση (2.10), ενώ η πίεση P σχετίζεται µε την πυκνότη-
τα µάζας-ενέργειας ρ, µέσω της πολυτροπικής καταστατικής εξίσωσης (2.18),
στην οποία λαµβάνουµε Γ = 1 + 1/n (Εξ.(2.21)). Η ολοκλήρωση γίνεται
στο µιγαδικό επίπεδο όπου έχουµε εισαγάγει ένα µικρό ϕανταστικό µέρος
στην ακτινική µεταβλητή r. ΄Εχουµε έτσι τη δυνατότητα να ξεκινήσουµε
την ολοκλήρωση ακριβώς από το κέντρο του αστέρα, το οποίο συνιστά ένα
ϑεµελιώδες σηµείο στην αριθµητική µας µέθοδο, ολοκληρώνοντας επάνω σε
ένα µιγαδικό µονοπάτι παράλληλο προς τον άξονα των πραγµατικών αριθ-
µών, µε αποτέλεσµα να αποφεύγονται οι ασυνέχειες στο κέντρο του αστέρα,
όπου r = 0, καθώς και στην επιφάνεια του αστέρα, όπου r = Re. Οι συναρ-
τήσεις ρ, P,Φ, H1, K,W και X είναι µιγαδικές συναρτήσεις της µιγαδικής
µεταβλητής r.

3.4.1 Η ολοκλήρωση στο εσωτερικό του αστέρα νετρο-
νίων

Οι γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις, για κάθε τιµή των παραµέτρων l και ω,
είναι πέντε. Μπορούµε να γράψουµε το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων
στο εσωτερικό του αστέρα νετρονίων σε διανυσµατική µορφή

Y = {H1, K,W,X}, (3.18)

Y′(r) = Q〈r, l, ω〉Y(r). (3.19)

Επιβάλλοντας πρώτης τάξης περιορισµούς στις διαταρακτικές συναρτήσεις
H1, K,W και X, παίρνουµε τις αρχικές συνθήκες για να ολοκλήρώσουµε
από το κέντρο µέχρι την επιφάνεια του αστέρα [72]. Οι γραµµικά ανεξάρτητες
λύσεις είναι δύο ([72], Εξς. (16) και (17))

X(0) = (ρ0 + P0)eν0/2[
4π

3
(ρ0 + 3P0)− ω2e−ν0/l]W (0) +

1

2
K(0), (3.20)

H1(0) = 2lK(0) + 16π(ρ0 + P0)W (0)/l(l + 1), (3.21)

W (0) = 1, (3.22)

K(0) = ±(ρ0 + P0). (3.23)

Οι παράµετροι ρ0, P0 και ν0 είναι οι τιµές των αντίστοιχων συναρτήσεων του
µη διαταραγµένου µοντέλου στο κέντρο του αστέρα.

Για να υπολογίσουµε τη λύση της διαφορικής εξίσωσης (3.19), η οποία
πληροί τις αρχικές συνθήκες (3.20)-(3.23) εργαζόµαστε ως εξής ([71], Παράρτη-
µα Α). Αρχικά, πραγµατοποιούµε δύο ολοκλήρώσεις από το κέντρο προς την
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επιφάνεια του αστέρα, οι οποίες υπακούουν στις αρχικές συνθήκες (3.20)-
(3.23). ΄Οπως επισηµάνθηκε στην προηγούµενη παράγραφο, οι ολοκλη-
ϱώσεις γίνονται στο µιγαδικό επίπεδο και ξεκινούν ακριβώς από το κέντρο
του αστέρα, µε την εισαγωγή µίας µικρής αρχικής ϕανταστικής τιµής στην
ακτινική µεταβλητή r ώστε να αποφύγουµε ασυνέχειες στο κέντρο και στην
επιφάνεια του αστέρα νετρονίων,

rstart = r̄0 + ir̆0, (3.24)

όπου r̄0 = 0 και r̆0 ∈ [10−9, 10−3]. Πραγµατοποιούµε άλλες τρεις ολοκληρώ-
σεις από την επιφάνεια του αστέρα προς το κέντρο, επιλέγοντας αυθαίρετα ως
αρχικές συνθήκες του διανύσµατος (3.19) τρεις τιµές της ίδιας τάξης µεγέθους
συγκριτικά µε αυτές που λαµβάνουµε από τις δύο πρώτες ολοκληρώσεις έως
την επιφάνεια του αστέρα. Θέτουµε απαραιτήτως τον περιορισµό ότι η συ-
νάρτηση X πρέπει να λαµβάνει την τιµή µηδέν στην επιφάνεια του αστέρα. Η
ϕυσική σηµασία αυτής της συνθήκης είναι ότι η πίεση πρέπει να µηδενίζεται
στην επιφάνεια του αστέρα.

Η τελική λύση την οποία αναζητούµε είναι ο γραµµικός συνδυασµός των
παραπάνω πέντε ολοκληρώσεων. Σύµφωνα µε τους υπολογισµούς µας, τα
ϐέλτιστα αποτελέσµατα επιτυγχάνονται όταν οι πέντε ολοκληρώσεις τερµατί-
Ϲουν σε σηµείο που κείται στο διάστηµα [Re/4, Re/2] και το οποίο καλούµε
σηµείο πλέξης (Rcp), όπου Re είναι η ισηµερινή ακτίνα του αστέρα νετρονίων,

Yin = α1Y1 + α2Y2 + α3Y3 (3.25)

Yout = α4Y4 + α5Y5 (3.26)

Οι συντελεστές αi (i = 1, 2, 3, 4, 5) είναι και αυτοί µιγαδικοί αριθµοί και υπο-
λογίζονται µε τη µέθοδο Gauss, µε την υπόθεση (που δεν αποτελεί περιορισµό
της γενικότητας) ότι α5 = 1 και, στη συνέχεια, µε την επίλυση του συστήµατος

Yout(Rcp) = Yin(Rcp). (3.27)

Συνεχίζουµε µε µία έκτη ολοκλήρωση από το σηµείο στο οποίο έγινε η πλέξη
των πέντε λύσεων µέχρι την επιφάνεια του αστέρα. Οι τιµές των µιγαδικών
συναρτήσεων H1 και K στην επιφάνεια του αστέρα µας δίνουν τις αρχικές
συνθήκες για να συνεχίσουµε την ολοκλήρωση έξω από τον αστέρα.

3.4.2 Η ολοκλήρωση από την επιφάνεια στο εξωτερικό
του αστέρα νετρονίων

Στο εξωτερικό του αστέρα, οι συναρτήσεις X και W µηδενίζονται, ενώ οι
µετρικές συναρτήσεις H1 και K µας παρέχουν τις αρχικές συνθήκες για να
ολοκληρώσουµε από την επιφάνεια του αστέρα προς τα έξω.
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Η ϐέλτιστη διαδροµή για να ολοκληρώσουµε από την επιφάνεια του αστέ-
ϱα προς τα έξω δεν είναι πλέον µια ευθεία παράλληλη προς τον άξονα των
πραγµατικών αριθµών, αλλά είναι, όπως αποδεικνύεται [74], µια ευθεία που
καλείται ¨γραµµή anti-Stokes" (anti-Stokes line) και έχει κλίση ως προς τον
άξονα των πραγµατικών αριθµών ίση µε −ω̄/ω̆. Η ολοκλήρωση στο εξωτερικό
του αστέρα ξεκινάει λοιπόν από το σηµείο τοµής της προαναφερθείσας ευθεί-
ας µε την επιφάνεια του αστέρα. Για το λόγο αυτό, οι τιµές των συναρτήσεων
H1 και K στην επιφάνεια του αστέρα νετρονίων που λαµβάνονται από την
τελευταία ολοκλήρωση στο εσωτερικό του χρησιµοποιούνται, λόγω σφαιρικής
συµµετρίας, ως αρχικές συνθήκες για να ολοκληρώσουµε στο εξωτερικό του
αστέρα και προς τα έξω.

Το σύστηµα των τεσσάρων διαφορικών εξισώσεων ανάγεται σε ένα σύστηµα
µιας διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης, η οποία είναι γνωστή ως εξίσωση
Zerilli [95].

Η εξίσωση Zerilli είναι µια εξίσωση τύπου Scrhödinger άρτιας οµοτιµίας
που περιγράφει ϐαρυτικές διαταραχές τύπου Regge-Wheeler σε µια γεωµε-
τρία Schwarzchild. Η εξίσωση Zerilli ϐρίσκει εφαρµογή σε πληθώρα προ-
ϐληµάτων όπου έχουµε εκποµπή ϐαρυτικών κυµάτων, για το λόγο αυτό είναι
εξαιρετικά χρήσιµη στη µελέτη των µη ακτινικών ταλαντώσεων αστέρων νε-
τρονίων.

Η µετρική Schwarzschild στο εξωτερικό ενός αστέρα δίνεται στη γενικό-
τερη περίπτωση από τη σχέση

(ds2)0 = (1− 2M/r)dt2 − (1− 2M/r)−1dr2 − r2(dθ2 + sin2θdφ2), (3.28)

όπου φ, θ σφαιρικές συντεταγµένες.
Εισάγοντας ϐαρυτικές διαταραχές άρτιας οµοτιµίας Regge-Wheeler ([32],

Εξ.(7β)) και ϑεωρώντας σφαιρική συµµετρία χωρίς αζιµουθιακή εξάρτηση
([32], [33], [34]), η µετρική αυτή µπορεί να γραφτεί στη µορφή της Εξ.(3.5).

Σύµφωνα µε τον Zerilli [107], η καθεµιά από τις διαταρακτικές συναρτή-
σεις H0, H1, K µπορεί να γραφεί ως γινόµενο µιας συνάρτησης µε ακτινική
µόνο εξάρτηση επί µια εκθετική συνάρτηση µε χρονική εξάρτηση (ϐλέπε Εξς.
(3.8), (3.9), (3.10)).

Η συνάρτηση H0(r) µπορεί να γραφεί συναρτήσει των συναρτήσεων H1(r)
και K(r) ([108], Εξ.(10)),

H0(r) = (nr + 3M)−1{[nr − ω2r4

r − 2M
+
M(r − 3m)

(r − 2M)
]K(r)

+ [iωr2 +
(n+ 1)M

iωr
]H1(r)},

(3.29)

όπου n = 1
2
(l− 1)(l+ 2) (το n εδώ δεν πρέπει να µπερδευτεί µε τον πολυτρο-
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πικό δείκτη). Γράφουµε σύµφωνα µε τον Zerilli

R(r) = (1/ω)H1(r), (3.30)

και εισάγουµε µια νέα ανεξάρτητη µεταβλητή r∗ (στη ϐιβλιογραφία, η µετα-
ϐλητή αυτή αναφέρεται συνήθως ως "tortoise coordinate"), η οποία συνδέεται
µε την ακτινική µεταβλητή r µέσω της σχέσης ([8], Εξ.(20))

r∗ = r + 2Mln(r/2M − 1). (3.31)

Ο τελεστής της παραγώγου ως προς το r∗ ισούται µε ([74], Εξ.(12))

d

dr∗
=

(
1− 2M

r

)
d

dr
. (3.32)

Μπορούµε να γράψουµε τις συναρτήσεις K(r) και R(r) ως εξής

K(r) = g(r)Z(r∗) + R̂(r∗), (3.33)

R(r) = h(r)Z(r∗) + k(r)R̂(r∗), (3.34)

όπου
g(r) = [n(n+ 1)r2 + 3nMr + 6M2]/r2(nr + 3M), (3.35)

h(r) = i[−nr2 + 3nMr + 3M2]/(r − 2M)(nr + 3M) (3.36)

και
k(r) = −ir2/(r − 2M). (3.37)

Οι συναρτήσεις Z(r∗) και R̂(r∗) ικανοποιούν τις εξισώσεις,

dZ

dr∗
= R̂ (3.38)

dR̂

dr∗
= [VZ(r∗)− ω2]Z. (3.39)

Το ενεργό δυναµικό VZ(r∗) δίνεται από τη σχέση

VZ(r∗) = (1− 2M/r)
2n2(n+ 1)r3 + 6n2Mr2 + 18nM2r + 18M3

r3(nr + 3M)2
. (3.40)

Εποµένως, η συνάρτηση Z(r∗) ικανοποιεί τελικά τη διαφορική εξίσωση

d2Z

dr∗2
+ [ω2 − V (r∗)]Z = 0. (3.41)

Η Εξ.(3.41) είναι η λεγόµενη εξίσωση Zerilli ([107], [95], [96]).
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Για να ολοκληρώσουµε την εξίσωση Zerilli, κάνουµε αλλαγή µεταβλητής
και ολοκληρώνουµε ως προς την ακτινική συντεταγµένη r και όχι ως προς
τη συντεταγµένη r∗. Συγκεκριµένα, εισάγουµε τον µετασχηµατισµό ([74],
Εξ.(14))

Z =

(
1− 2M

r

)−1/2

Ψ (3.42)

οπότε η εξίσωση Zerilli γράφεται[
d2

dr2
+ U(r)

]
Ψ = 0, (3.43)

όπου η συνάρτηση U(r) συνδέεται µε το ενεργό δυναµικό VZ µέσω της εξίσω-
σης

U(r) =

(
1− 2M

r

)−2

[ω2 − VZ(r) +
2M

r3
− 3M2

r4
]. (3.44)

Ολοκληρώνουµε αριθµητικά την τροποποιηµένη εξίσωση Zerilli (3.43) µέχρι
µια αρκούντως µακρινή απόσταση από την επιφάνεια του αστέρα. Στο σηµείο
αυτό χρησιµοποιούµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό, από τη συνάρτηση
Ψ(r) και την παράγωγό της dΨ(r)/dr, στην αρχική µορφή της συνάρτησης
Zerilli Z(r∗) και της παραγώγου της dZ(r∗)/dr∗, µέσω της εξίσωσης

dZ

dr∗
=

(
1− 2M

r

)1/2
dΨ

dr
− M

r2

(
1− 2M

r

)−1/2

Ψ. (3.45)

Οι γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις της εξίσωσης Zerilli είναι οι εξής δύο ([71],
Εξς.(Α37), (Α38))

Z−(r∗) = e−iωr
∗
∞∑
j=0

αjr
−j, (3.46)

Z+(r∗) = eiωr
∗
∞∑
j=0

αjr
−j. (3.47)

Η συνάρτηση Z− περιγράφει τα εξερχόµενα από τον αστέρα κύµατα ϐαρύτη-
τας, ενώ η συνάρτηση Z+ περιγράφει τα οδεύοντα προς τον αστέρα κύµατα
ϐαρύτητας (τα ονοµαζόµενα και ¨εισερχόµενα κύµατα ϐαρύτητας¨). Οι συ-
ντελεστές αj και αj είναι µιγαδικοί αριθµοί. Η λύση της εξίσωσης Zerilli είναι
τελικά ο γραµµικός συνδυασµός των Z− και Z+. Αφού ολοκληρώσουµε α-
ϱιθµητικά την εξίσωση Zerilli Z(r∗) από την επιφάνεια του αστέρα µέχρι µια
απόσταση, r∗end, ίση µε αρκετές ϕορές την ισηµερινή ακτίνα, Re, του αστέρα
νετρονίων, στη συνέχεια υπολογίζουµε τις συναρτήσεις Z−(r∗end) και Z+(r∗end).
Κατασκευάζουµε λοιπόν την εξίσωση

Z(r∗) = β(ω)Z−(r∗) + γ(ω)Z+(r∗) (3.48)
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(στη σχέση αυτή, καθώς και σε όµοιες επόµενες σχέσεις, το γ δεν παριστάνει
τον αδιαβατικό δείκτη, αλλά τη συγκεκριµένη συνάρτηση γ(ω)) και, στη συνέ-
χεια, την παραγωγίζουµε ως προς r∗, καταλήγοντας σε ένα αλγεβρικό σύστη-
µα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους : τις παραµέτρους β(ω) και γ(ω), οι
οποίες περιγράφουν την ένταση της εισερχόµενης και της εξερχόµενης ϐαρυ-
τικής ακτινοβολίας αντίστοιχα.

Οι µιγαδικές παράµετροι, αj, και οι µιγαδικοί συζυγείς τους, αj, µπο-
ϱούν να προσδιοριστούν από την αναδροµική σχέση των Chandrasekhar και
Detweiler ([96], Εξ.(51))

2iωn2(j + 1)αj+1 + [n2j(j + 1)− 2n2(n+ 1) + 12iωMjn]αj

+M [6nj(j − 1)− 2n2(j2 − 1)− 6n2 + 18iωM(j − 1)]αj−1

+M2[9(j − 1)(j − 2)− 12nj(j − 2)− 18n]αj−2

− 18M3[(j − 1)(j − 3) + 1]αj−3 = 0.

(3.49)

Κάνουµε τους υπολογισµούς µας κρατώντας όρους δεύτερης τάξης και όρους
έκτης τάξης αντίστοιχα, για να ελέγξουµε την ακρίβεια των αποτελεσµάτων
µας.
Στο σηµείο τερµατισµού της ολοκλήρωσης, η Εξ.(3.42) παίρνει τη µορφή

Z(r∗end) =

(
1− 2M

R

)−1/2

Ψ(r∗end) (3.50)

και η παράγωγός της (3.45) γράφεται

dZ

dr∗

∣∣∣
r∗end

=

(
1− 2M

rend

)1/2
dΨ

dr

∣∣∣
rend
− M

(rend)2

(
1− 2M

rend

)−1/2

Ψ(rend). (3.51)

Για να είναι ϕυσικά αποδεκτή η λύση µας, δεν πρέπει να υπάρχει εισερχό-
µενη ϐαρυτική ακτινοβολία. Αυτό ισοδυναµεί µε τον µηδενισµό του λόγου
γ(ω)
β(ω)

. Σκοπός µας είναι να υπολογίσουµε τις µιγαδικές τιµές των γωνιακών
συχνοτήτων ω που µηδενίζουν τον παραπάνω λόγο. Οι συχνότητες αυτές εί-
ναι οι συχνότητες ελεύθερης ταλάντωσης του αστέρα νετρονίων και καλούνται
ιδιοσυχνότητες των ηµι-κανονικών τρόπων ταλάντωσης (quasi-normal modes)
του αστέρα νετρονίων.

3.5 Υπολογιστική µέθοδος

Για τη µεταγλώττιση του κώδικά µας χρησιµοποιήσαµε το µεταγλωττιστή
gfortran (gfortran compiler), µε αδειοδότηση GNU General Public License
(GPL;http://www.gnu.org/licenses/gpl.html). gfortran είναι το όνοµα του
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GNU Fortran Compiler που ανήκει στη συλλογή µεταγλωττιστών GNU Com-
piler Collection (GCC;http://gcc.gnu.org/). Στον υπολογιστή µας, έχει εγκα-
τασταθεί από το TDM-GCC "Compiler Suite for Windows" (http://tdm-gcc.
tdrag-on.net/), ελεύθερο λογισµικό το οποίο διανέµεται υπό τους όρους του
GPL.

Για τους υπολογισµούς µας ϑεωρούµε τους αστέρες νετρονίων ως πολυ-
τροπικούς αστέρες και χρησιµοποιούµε πολυτροπικές καταστατικές εξισώσεις
της µορφής P = K%Γ

c µε τιµή πολυτροπικού δείκτη n = 1.0. Οι υπολογισµοί
µας γίνονται σε ϐαρυτικές µονάδες και η µετατροπή από το σύστηµα µονάδων
cgs γίνεται ϑεωρώντας ότι η σταθερά Kn/2 έχει µονάδες µήκους [14].

Ολοκληρώνουµε αριθµητικά το σύστηµα των ¨συνήθων διαφορικών εξισώ-
σεων¨ (ODE’s) στο µιγαδικό επίπεδο. Οι αριθµητικές ολοκληρώσεις γίνονται
µε τον κώδικα Fortran DCRKF54 [98], ο οποίος είναι ένας κώδικας Runge-
Kutta-Fehlberg τέταρτης και πέµπτης τάξης (ϐλέπε Παράρτηµα Α΄), τροπο-
ποιηµένος ώστε να ολοκληρώνει ¨προβλήµατα αρχικών τιµών¨ (initial value
problems) σε συστήµατα συνήθων διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης για
µιγαδικές συναρτήσεις µιας µιγαδικής µεταβλητής [99].

Προκειµένου να αποφευχθούν οι απροσδιοριστίες στο κέντρο του αστέ-
ϱα, όπου r = 0, εισάγουµε ένα µικρό ϕανταστικό µέρος στην ακτινική µε-
ταβλητή r και πραγµατοποιούµε την ολοκλήρωση επάνω σε ένα ¨µιγαδικό
µονοπάτι¨ (contour) παράλληλο προς τον άξονα των πραγµατικών αριθµών.
΄Ετσι επιτυγχάνουµε να ξεκινήσουµε την ολοκλήρωση ακριβώς από το κέντρο
του αστέρα νετρονίων. Κάνουµε πέντε ολοκληρώσεις στο εσωτερικό του αστέ-
ϱα, δύο από το κέντρο του αστέρα προς την επιφάνεια και τρεις από την
επιφάνεια προς το κέντρο του αστέρα. Για την επιλογή των τριών γραµµικά
ανεξάρτητων διανυσµάτων Y = {H1, K,W,X} στην επιφάνεια του αστέρα,
εφαρµόζουµε την οριακή συνθήκη X(Re) = 0. Οι ολοκληρώσεις πραγµα-
τοποιούνται πάνω σε πλέγµα διαδοχικών τιµών. Το τελευταίο σηµείο του
πλέγµατος, RG, που αντιστοιχεί σε ϑετική τιµή της συνάρτησης πυκνότητας
µάζας-ενέργειας, ρ, είναι το κριτήριό µας για να υπολογίσουµε την ισηµερινή
ακτίνα του αστέρα νετρονίων, Re. Το σηµείο αυτό όµως δε ϐρίσκεται ακριβώς
πάνω στην επιφάνεια του αστέρα, αλλά πολύ κοντά σε αυτή. Εάν ϑεωρήσουµε
X(RG) = 0, τα αποτελέσµατά µας ϑα χάσουν σε ακρίβεια. Χρησιµοποιούµε
λοιπόν τη συνθήκη ([71], Εξ.(Α23) )

X(RG) = (N + 1)−1(RG −R)X ′(RG). (3.52)

Ο γραµµικός συνδυασµός των πέντε ολοκληρώσεων γίνεται χρησιµοποιώντας
τη ¨µέθοδο απαλοιφής Gauss" (Gauss elimination method) (ϐλέπε Παράρτη-
µα Β΄) και το σηµείο πλέξης RMP επιλέγεται στο διάστηµα [0, Re/4]. Επιλέ-
γουµε το σηµείο αυτό ακολουθώντας τη µελέτη των Kokkotas και Schutz [8],
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σύµφωνα µε την οποία, εάν το σηµείο πλέξης ανήκει στο παραπάνω διάστη-
µα, τα αποτελέσµατα είναι πιο αξιόπιστα ([74], §6.1). Επιλέγουµε το σηµείο
πλέξης στο διάστηµα αυτό για έναν ακόµα λόγο. Εφόσον ξεκινάµε τις δύο
ολοκληρώσεις προς την επιφάνεια ακριβώς από το κέντρο του αστέρα νετρο-
νίων, λαµβάνουµε καλύτερα αποτελέσµατα όταν η πλέξη πραγµατοποιείται σε
σηµείο πιο στο κέντρο του αστέρα. Η επιλογή του σηµείου πλέξης συνιστά µία
ακόµη ϑεµελιώδη διαφορά στη µέθοδό µας συγκριτικά µε αυτή που ακολου-
ϑούν οι Linblom και Detweiler [71] και οι Kokkotas και Schutz [8] που
επιλέγουν το σηµείο πλέξης ακριβώς στο µισό της ακτίνας.

Η αριθµητική ολοκλήρωση της τροποποιηµένης εξίσωσης Zerilli (3.43)
στο εξωτερικό του αστέρα νετρονίων ξεκινάει από µιγαδικό σηµείο, rstart, στην
επιφάνεια του αστέρα,

rstart = r̄start + i r̆start, (3.53)

όπου
r̄start = Re cos(θ) (3.54)

και
r̆start = Re sin(θ). (3.55)

Η γωνία θ είναι συνάρτηση της συχνότητας ω και η εφαπτοµένη της ισούται
µε την κλίση της ευθείας, επάνω στην οποία γίνεται η ολοκλήρωση, µε τον
άξονα των πραγµατικών αριθµών,

θ = arctan(−Im(ω)/Re(ω)). (3.56)

Η ολοκλήρωση της εξίσωσης Zerilli γίνεται επάνω σε ένα ¨µιγαδικό µονοπάτι¨
µε την παραπάνω κλίση και αυτή είναι η ϐέλτιστη διαδροµή για να πάρουµε
πεπερασµένες και µικρές τιµές του λόγου γ(ω)

β(ω)
, όπως συζητήθηκε στην (§2.2.2).

Η ϐέλτιστη αυτή αυτή διαδροµή είναι παράλληλη στις λεγόµενες "anti-Stokes
lines" .

Συγκεκριµένα, όταν ολοκληρώνουµε αριθµητικά από την επιφάνεια του
αστέρα νετρονίων προς τα έξω, επιλέγουµε να πραγµατοποιήσουµε τις ολο-
κληρώσεις όχι παράλληλα προς τον άξονα των πραγµατικών αριθµών, αλλά
επάνω σε µια ευθεία µε κλίση −ω̆/ω̄ ως προς τον άξονα των πραγµατικών
αριθµών. Η ευθεία αυτή είναι παράλληλη προς τις λεγόµενες ¨γραµµές anti-
Stokes" ("anti-Stokes lines"). Ο λόγος που ολοκληρώνουµε επάνω σε αυτό το
µονοπάτι είναι ότι ο όρος eiωr στη λύση της εξίσωσης Zerilli για την εισερχόµε-
νη ϐαρυτική ακτινοβολία (Εξ.(3.46)) τείνει στο άπειρο, ενώ αντίστοιχα ο όρος
e−iωr στην λύση της εξίσωσης Zerilli για την εξερχόµενη ϐαρυτική ακτινοβολία
(Εξ.(3.47)) γίνεται πολύ µικρός. Κατά συνέπεια, ο λόγος −ω̆/ω̄ µεγαλώνει εκ-
ϑετικά και καθιστά τους υπολογισµούς εξαιρετικά δύσκολους και ανακριβείς.
Η παραπάνω συµπεριφορά µπορεί να διορθωθεί άν ολοκληρώσουµε επάνω
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σε µονοπάτι µε την προαναφερθείσα κλίση.
Συγκεκριµένα, αναπτύσσοντας το εκθετικό iωr, παίρνουµε,

iωr = i(ω̄ + iω̆)(r̄ + ir̆)

= −(ω̄r̆ + ω̆r̄) + i(ω̄r̄ − ω̆r̆)

= −(ω̄r̆ − ω̆ ω̄
ω̆
r̆) + +i(−ω̄ ω̄

ω̆
r̆ − ω̆r̆)

= −(ω̄r̆ − ω̄r̆) + i(− ω̄
2

ω̆
r̆ − ω̆r̆)

= −i( ω̄
2

ω̆
+ ω̆)r̆.

(3.57)

Παρατηρούµε στην παραπάνω σχέση ότι το πραγµατικό µέρος του r που
παίρνει πολύ µεγάλες τιµές απαλείφεται, ενώ παραµένει το ϕανταστικό µέ-
ϱος του r που παίρνει µικρές τιµές, γιατί η γωνία κλίσης ως προς τον άξονα
των πραγµατικών αριθµών είναι γενικά πολύ µικρή. Με το τέχνασµα αυτό,
µπορούµε να υπολογίσουµε το Ϲητούµενο λόγο γ(ω)

β(ω)
ο οποίος λαµβάνει πλέον

πεπερασµένες τιµές που τείνουν στο µηδέν για τιµές συχνοτήτων, ω, κοντά
στις ιδιοσυχνότητες ελεύθερης ταλάντωσης του αστέρα νετρονίων. Το ϕαινό-
µενο ονοµάζεται ϕαινόµενο Stokes και συναντάται επίσης συχνά στη µελέτη
των κανονικών τρόπων ταλάντωσης των µελανών οπών.

Η ολοκλήρωση της εξίσωσης Zerilli τερµατίζεται σε σηµείο rend της µορφής

rend = r̄end + i r̆end, (3.58)

όπου
r̄end = r′end cos(θ) (3.59)

και
r̆end = r′end sin(θ), (3.60)

όπου η γωνία θ δίνεται από την Εξ. (3.56) και r′end ∈ [8, 64]Re.
Για να υπολογίσουµε τις τιµές των συχνοτήτων ω για τις οποίες µηδενίζεται ο
λόγος γ(ω)

β(ω)
, ολοκληρώνουµε την εξίσωση Zerilli και στη συνέχεια επιλύουµε

αριθµητικά την εξίσωση
γ(ω)

β(ω)
= 0, (3.61)

χρησιµοποιώντας παραβολική προσέγγιση της µορφής

γ(ω)

β(ω)
≈ γ0(ω0)

β0(ω0)
+
γ1(ω1)

β1(ω1)
ω +

γ2(ω2)

β2(ω2)
ω2 (3.62)

και εργαζόµενοι ως εξής. Επιλέγουµε τρεις αρχικές τιµές συχνότητας ω, οι
οποίες είναι πολύ κοντά στη Ϲητούµενη ιδιοτιµή και συµβολίζονται αντίστοιχα
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µε τους δείκτες 0, 1, 2 στην Εξ.(3.62). ΄Ετσι καταλήγουµε σε µια τιµή του λό-
γου γ(ω)

β(ω)
, χρησιµοποιώντας την επαναληπτική µέθοδο Muller για την εύρεση

ϱίζας (ϐλέπε Παράρτηµα Γ΄). Στον επόµενο κύκλο ολοκλήρωσης κρατάµε την
τιµή του ω που υπολογίσαµε στον προηγούµενο κύκλο ολοκλήρωσης, καθώς
και τις δύο τελευταίες τιµές συχνότητας που επιλέξαµε αρχικά, για να υπολο-
γίσουµε εκ νέου µια τιµή ιδιοσυχνότητας µε τη µέθοδο Muller. Συνεχίζουµε
µε επαναλήψεις τέτοιων κύκλων µέχρι να υπολογίσουµε τιµή ιδιοσυχνότητας
µε τη κατάλληλη ακρίβεια.

Σε κάθε κύκλο ολοκλήρωσης πραγµατοποιούµε µια τελική ολοκλήρωση
από το σηµείο rend µέχρι το σηµείο rinobs. Το τελικό αυτό µιγαδικό σηµείο
της ολοκλήρωσης λαµβάνεται ως σηµείο αναφοράς και είναι η ϑέση ενός
αδρανειακού παρατηρητή,

rinobs = r̄inobs + i r̆inobs, (3.63)

όπου
r̄inobs = r′end cos(θref ), (3.64)

και
r̆inobs = r′end sin(θref ). (3.65)

Η τελευταία ολοκλήρωση µέχρι το σηµείο rinobs κρίνεται απαραίτητη, για
να έχουµε ένα κοινό σηµείο αναφοράς για όλες τις ολοκληρώσεις και κατά
συνέπεια, η εύρεση της Ϲητούµενης ιδιοτιµής να έχει την ορθή ϕυσική σηµασί-
α.

Η γωνία θref δίνει την κλίση ως προς τον άξονα των πραγµατικών αριθµών
της πρώτης αρχικής τιµής της συχνότητας που επιλέγουµε και ισούται µε

θref = arctan(−Im(ωref )/Re(ωref )). (3.66)

Συνοψίζοντας, η ολοκλήρωση στο εξωτερικό του αστέρα ακολουθεί την ευθεία
C1, υπό γωνία ως προς τον άξονα των πραγµατικών αριθµών

C1 =
{
rstart = r̄start + i r̆start −→ rend = r̄end + i r̆end

}
, (3.67)

και στη συνέχεια ένα µικρό ευθύγραµµο τµήµα C2 παράλληλο µε τον άξονα
των ϕανταστικών αριθµών, µέχρι το σηµείο αναφοράς rinobs,

C2 =
{
rend = r̄end + i r̆end −→ rinobs = r̄inobs + i r̆inobs

}
. (3.68)

3.6 Αριθµητικά αποτελέσµατα

Η ολοκλήρωση στο µιγαδικό επίπεδο µε τη µέθοδο OCPS έχει δύο ϐασικά
πλεονεκτήµατα. Πρώτον, µας δίνει τη δυνατότητα να ξεκινήσουµε τις ολο-
κληρώσεις ακριβώς από το κέντρο του αστέρα νετρονίων, εισάγοντας ένα
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µικρό ϕανταστικό µέρος στην ακτινική συνιστώσα r (3.53). Αποφεύγουµε
µε τον τρόπο αυτό τις ασυνέχειες στο κέντρο του αστέρα νετρονίων, καθώς
και στην επιφάνειά του, όπως συζητήθηκε στις §2.2.1 και §2.3. Η επιλογή
του σηµείου από το οποίο ξεκινούν οι ολοκληρώσεις είναι πολύ σηµαντική
στην ακρίβεια του υπολογισµού των ιδιοσυχνοτήτων ταλάντωσης. Σε όλες τις
προηγούµενες µελέτες έγιναν προσπάθειες προσέγγισης του σηµείου εκκίνη-
σης των ολοκληρώσεων είτε χρησιµοποιώντας σειρές Taylor και αναπτύγµατα
σειρών ([71], [72], [8]) είτε επιλέγοντας να ξεκινήσουν την ολοκλήρωση πολύ
κοντά στο κέντρο του αστέρα για να άρουν τις εµφανιζόµενες ασυνέχειες [74].
Το δεύτερο σηµαντικό πλεονέκτηµα της αριθµητικής µεθόδου OCPS είναι η
αποφυγή αριθµητικών προβληµάτων κατά την επιλογή του σηµείου πλέξης
των διανυσµάτων της Εξ.(3.27) , RMP , των πέντε ολοκληρώσεων στο εσωτε-
ϱικό του αστέρα νετρονίων. Σε µελέτη τους οι Andersson, Kokkotas και
Schutz ([74], §6.1) καταλήγουν στο συµπέρασµα ότι η επιλογή του σηµείου
πλέξης επηρεάζει την τάξη µεγέθους της συνάρτησης X και κατά συνέπεια
το ϕανταστικό µέρος των ιδιοσυχνοτήτων που συνδέεται µε την απόσβεση της
ενέργειας ταλάντωσης λόγω ϐαρυτικών κυµάτων. Η αριθµητική µέθοδος που
χρησιµοποιούµε επιτρέπει να επιλέξουµε µε ευκολία το κατάλληλο σηµείο
πλέξης στο µιγαδικό επίπεδο στο οποίο ολοκληρώνουµε χωρίς να µειώνε-
ται η ακρίβεια των αποτελεσµάτων µας. Από τα αριθµητικά µας πειράµα-
τα, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι όταν το σηµείο πλέξης ϐρίσκεται στο
διάστηµα [Re/4, 3Re/2], οι τελικές τιµές των ιδιοτιµών που υπολογίζουµε δεν
διαφέρουν, γεγονός που επιβεβαιώνει τη σταθερότητα της µεθόδου µας.

Επιπλέον, το τελικό σηµείο, rend, της ολοκλήρωσης της εξίσωσης Zerilli
κυµαίνεται στο διάστηµα [8, 64]Re. Το πόσο µακριά από τον αστέρα νετρονίων
ολοκληρώνουµε κάθε ϕορά εξαρτάται από την τάξη µεγέθους του ϕανταστικού
µέρους της ιδιοσυχνότητας (γιατί όσο πιο µικρό είναι το ϕανταστικό µέρος της
ιδιοσυχνότητας, σε σύγκριση µε το πραγµατικό µέρος, τόσο πιο µικρή είναι
η κλίση της ευθείας πάνω στην οποία ολοκληρώνουµε, εποµένως τόσο πιο
µακριά από τον αστέρα νετρονίων πρέπει να τερµατίσουµε την ολοκλήρωση).
Για παράδειγµα, στο πρώτο µοντέλο του Πίνακα 3.2 που έχει το µεγαλύτερο
ϕανταστικό µέρος, η ολοκλήρωση τερµατίζεται στο σηµείο rend = 8Re από
το κέντρο του αστέρα νετρονίων. Στα περισσότερα από τα υπόλοιπα µοντέλα
ολοκληρώνουµε µέχρι το σηµείο rend = 8Re, όµως τα µέτρα των µιγαδικών
αποστάσεων από το κέντρο του αστέρα σε όλες τις περιπτώσεις είναι της ίδιας
τάξης µεγέθους.

Με τη µέθοδο του Muller υπολογίζουµε σε κάθε κύκλο ολοκλήρωσης δύο
ϱίζες της Εξ.(3.61), δηλαδή δύο ιδιοτιµές της συχνότητας ω. Η µία από τις
δύο ιδιοτιµές είναι κάθε ϕορά πιο κοντά στην ιδιοσυχνότητα που υπολογίσαµε
στον προηγούµενο κύκλο ολοκήρωσης και η δεύτερη πιο µακριά. Η µέθοδος
του Muller είναι αρχικά προγραµµατισµένη να επιλέγει την τιµή µε τη µι-
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κρότερη απόκλιση. Εδώ όµως υπάρχει ο κίνδυνος να µην υπολογίστεί η
ϐέλτιστη τιµή της ιδιοσυχνότητας, σύµφωνα µε τη ϐιβλιογραφία. Με µια
απλή τροποποίηση της µεθόδου του Muller µπορούµε να κρατήσουµε κάθε
ϕορά τη ϐέλτιστη ϱίζα. Ο ϐασικός λόγος που χρησιµοποιούµε τη µέθοδο του
Muller έναντι της µεθόδου Newton-Raphson είναι ότι η δεύτερη δεν µας δίνει
την παραπάνω δυνατότητα. Επίσης, για την ακρίβεια των αποτελεσµάτων µας,
ο λόγος γ(ω)

β(ω)
πρέπει να είναι της ίδιας τάξης µεγέθους ή το πολύ δύο τάξεις

µεγέθους µεγαλύτερος από το διορθωτικό όρο της µεθόδου του Muller.
Γενικά, το µιγαδικό επίπεδο επάνω στο οποίο προσπαθούµε να ϐρούµε

τις ϱίζες, δηλαδή τις ιδιοτιµές των γωνιακών συχνοτήτων ελεύθερης ταλάντω-
σης του αστέρα νετρονίων, ϑα µπορούσε να παροµοιαστεί µε ένα γήπεδο του
γκολφ, του οποίου οι οπές έχουν πολύ µικρό ϐάθος και αντιστοιχούν στα
ελάχιστα των λόγων γ/β και κατά συνέπεια στις Ϲητούµενες ιδιοσυχνότητες.
Η εύρεση των ιδιοσυχνοτήτων είναι µια εξαιρετικά δύσκολη διαδικασία και
εδώ έγκειται µια ακόµα επιτυχία της µεθόδου OCPS µε την οποία µπορούµε
να υπολογίσουµε ιδιοσυχνότητες µε µεγάλη ακρίβεια. Στο Σχήµα 3.1 ϕαίνε-
ται ένα ενδεικτικό τριδιάστατο γράφηµα του λόγου γ/β ως συνάρτηση της
µιγαδικής συχνότητας ω, στο ελάχιστο του οποίου αντιστοιχεί µια ιδιοτιµή
του ω.

Σχήµα 3.1: Ενδεικτικό γράφηµα του λόγου γ
β

ως συνάρτηση της µιγαδικής
συχνότητας ω

Για τον υπολογισµό των συναρτήσεων Z− (Εξ.(3.46)) και Z+, (Εξ.(3.47)),
χρησιµοποιούµε τους συντελεστές αj και αj της αναδροµικής σχέσης των
Chandrasekhar και Detweiler ([96], Εξ.(51)). Πραγµατοποιούµε τους υπο-
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λογισµούς µας για δύο περιπτώσεις, κρατώντας µέχρι δεύτερης τάξης όρους
και µέχρι έκτης τάξης όρους για να ελέγξουµε την ακρίβεια των υπολογι-
σµών µας. Παρατηρούµε ότι οι διαφορές στις τιµές των ιδιοσυχνοτήτων είναι
αµελητέες, εκτός από τις περιπτώσεις όπου το ϕανταστικό µέρος της ιδιο-
συχνότητας είναι της ίδιας τάξης µεγέθους µε το πραγµατικό µέρος (ϐλέπε
Πίνακα 3.2). Αξίζει να σηµειώσουµε εδώ ότι σε προηγούµενες µελέτες της ϐι-
ϐλιογραφίας, οι υπολογισµοί έχουν γίνει µόνο µε όρους δεύτερης τάξης ([74],
[8], [75], [71]) (για σύγκριση ϐλέπε Πίνακα 3.2).

΄Ενα άλλο αξιοµνηµόνευτο πλεονέκτηµα της µεθόδου µας είναι πως υπο-
λογίζει µε ακρίβεια και χωρίς αριθµητικές δυσκολίες ιδιοσυχνότητες µε πολύ
µικρά ϕανταστικά µέρη (τουλάχιστον τρεις τάξεις µεγέθους µικρότερα από τα
πραγµατικά µέρη) ακόµα και στην περίπτωση των f και p τρόπων ταλάντωσης
(ϐλέπε Πίνακα 3.5).

Τα αριθµητικά αποτελέσµατα των υπολογισµών µας παρατίθενται στους
Πίνακες 3.1-3.5. Οι τιµές που αναγράφονται στους πίνακες αντιστοιχούν
στους αριθµητικούς µας υπολογισµούς µε τη µέθοδο OCPS. Στον Πίνακα 3.1,
καταγράφονται οι αριθµητικές τιµές της κεντρικής πυκνότητας ενέργειας, της
ισηµερινής ακτίνας και της µάζας του µη περιστρεφόµενου πολυτροπικού
µοντέλου αστέρα νετρονίων, για πολυτροπικό δείκτη n = 1. Στον Πίνακα 3.2,
παραθέτουµε διάφορες τιµές ιδιοσυχνοτήτων ω των w τρόπων ταλάντωσης,
οι οποίες έχουν υπολογιστεί µε δύο τρόπους, κρατώντας πρώτα όρους δεύτε-
ϱης τάξης και στη συνέχεια όρους έκτης τάξης στην αναδροµική σχέση (3.49).
Στους Πίνακες 3.3 και 3.4, παραθέτουµε αναλυτικά τιµές ιδιοσυχνοτήτων των
w τρόπων ταλάντωσης για δύο περιπτώσεις κεντρικής πυκνότητας ενέργειας,
ρc = 3× 1015g/cm3 και ρc = 1× 1016g/cm3, αντίστοιχα. Τέλος, Στον Πίνακα
3.5, παραθέτουµε τιµές ιδιοσυχνοτήτων των f και p τρόπων ταλάντωσης που
αντιστοιχούν σε κεντρική πυκνότητα ενέργειας ρc = 1× 1016g/cm3. Σε όλους
τους πίνακες αναγράφονται και οι αντίστοιχες τιµές της ϐιβλιογραφίας ([74],
[8], [75]) για να µπορεί ο αναγνώστης να κάνει τις συγκρίσεις. Στα Σχήµατα
3.2, 3.3 και 3.4 που ακολουθούν ϕαίνονται τα γραφήµατα του ϕανταστι-
κού µέρους έναντι του πραγµατικού µέρους των ιδιοσυχνοτήτων των w και p
τρόπων ταλάντωσης ενός πολυτροπικού αστέρα νετρονίων, που αντιστοιχούν
στις τιµές των παραπάνω πινάκων. Με κύκλο συµβολίζονται τα σηµεία των
υπολογισµών µας µε τη µέθοδο OCPS , ενώ µε τρίγωνο τα αντίστοιχα της
ϐιβλιογραφίας. Παρατηρούµε ότι οι αποκλίσεις είναι πολύ µικρές ή ακόµα
και αµελητέες, γεγονός που επιβεβαιώνει για µια ακόµα ϕορά την αξιοπιστία
της µεθόδου µας.
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Πίνακας 3.1: Κεντρική πυκνότητα ενέργειας, ισηµερινή ακτίνα και ολική
µάζα του µη περιστρεφόµενου πολυτροπικού αστέρα νετρονίων, για n = 1,
σε διάφορα µοντέλα

Φυσικά AKS KS LNS LNS OCPS OCPS
Χαρακτηριστικά
ρc (g/cm3) 1.0× 1016 3.0× 1015 1.0× 1016 3.0× 1015 1.0× 1016 3.0× 1015

Re(km) 6.465 8.861 6.466 8.862 6.466 8.862
M(M�) 1.300 − 1.266 1.300 1.266 1.300

Πίνακας 3.2: Συγκριτικές τιµές µιγαδικών ιδιοσυχνοτήτων για διάφορα
µοντέλα κεντρικής πυκνότητας ενέργειας των w τρόπων ταλάντωσης, για πο-
λυτροπικό δείκτη n = 1

ρc ωM (AKS) ωM (KS) ωM (LNS) ωM OCPS ωM OCPS
(g/cm3) (2ης τάξης) (6ης τάξης)

3.0× 1015 − 0.515, 0.258 − 0.527, 0.304 0.525, 0.291
6.0× 1015 − − 0.482, 0.399 0.481, 0.407 0.483, 0.409
1.0× 1016 0.142, 1.286 − 0.142, 1.286 0.142, 1.286 0.131, 1.274
1.0× 1016 0.353, 0.838 − 0.353, 0.838 0.353, 0.828 0.352, 0.827
1.0× 1016 0.471, 0.560 − − 0.469, 0.567 0.465, 0.557
1.0× 1016 0.559, 0.384 − 0.559, 0.384 0.559, 0.384 0.562, 0.387
3.0× 1016 − − 0.624, 0.396 0.624, 0.396 0.623, 0.406

Πίνακας 3.3: Συγκριτικές τιµές µιγαδικών ιδιοσυχνοτήτων των w τρόπων τα-
λάντωσης, για κεντρική πυκνότητα ενέργειας ρc = 3.0(+15) και πολυτροπικό
δείκτη n = 1

ωM (KS) ωM (OCPS)
0.5154, 0.2581 0.5288, 0.2957
0.8757, 0.3414 0.8691, 0.3724
1.2234, 0.4949 1.2128, 0.4225
1.5674, 0.4344 1.5517, 0.4569
1.9106, 0.4653 1.9081, 0.4901
2.2531, 0.4912 2.2420, 0.5348
2.5973, 0.5123 2.5898, 5.4595
2.9383, 0.5233 2.9358, 5.5163
3.2844, 0.5196 3.2108, 0.5534
3.7034, 0.5063 3.6775, 0.5474
4.0680, 0.5841 4.0390, 5.9836
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Πίνακας 3.4: Συγκριτικές τιµές µιγαδικών ιδιοσυχνοτήτων των w τρόπων τα-
λάντωσης, για κεντρική πυκνότητα ενέργειας ρc = 1.0(+16) και πολυτροπικό
δείκτη n = 1

ωM (AKS) ωM (OCPS)
0.142, 1.286 0.142, 1.286
0.353, 0.838 0.353, 0.828
0.471, 0.560 0.469, 0.567
0.559, 0.384 0.559, 0.384
0.654, 0.164 0.657, 0.169
0.892, 0.227 0.893, 0.229
1.128, 0.262 1.128, 0.270
1.363, 0.287 1.369, 0.297
1.599, 0.307 1.599, 0.314
1.836, 0.324 1.841, 0.330
2.073, 0.339 2.063, 0.341
2.310, 0.353 0.231, 0.358
2.549, 0.365 2.524, 0.369
2.788, 0.375 2.788, 0.381

Πίνακας 3.5: Συγκριτικές τιµές µιγαδικών ιδιοσυχνοτήτων των f και p τρόπων
ταλάντωσης, για κεντρική πυκνότητα ενέργειας ρc = 1.0(+16) και πολυτρο-
πικό δείκτη n = 1

ωM (KS) ωM (OCPS)
0.171Ε0, 6.21Ε-5 0.174Ε0, 6.14Ε-5 (f-mode)
0.344Ε0, 2.20Ε-6 0.344Ε0, 2.19Ε-6 (p-mode)
0.502Ε0, 4.05Ε-5 0.514Ε0, 4.03Ε-5 (p-mode)
0.658Ε0, 3.30Ε-6 0.639Ε0, 3.30Ε-6 (p-mode)
0.810Ε0, 5.00Ε-7 0.810Ε0, 5.01Ε-7 (p-mode)
0.960Ε0, 4.00Ε-7 1.005Ε0, 4.03Ε-7 (p-mode)
1.100Ε0, 5.00Ε-7 1.162Ε0, 4.99Ε-7 (p-mode)
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Σχήµα 3.2: Γράφηµα ϕανταστικού-πραγµατικού µέρους των ιδιοσυχνοτήτων
των w τρόπων ταλάντωσης ενός πολυτροπικού αστέρα νετρονίων, για n = 1.
Με κύκλο αναπαρίστανται τα σηµεία που έχουν υπολογιστεί µε τη µέθοδο OCPS
και µε τρίγωνο τα σηµεία που αντιστοιχούν στη ϐιβλιογραφία (KS)

Σχήµα 3.3: Γράφηµα ϕανταστικού-πραγµατικού µέρους των ιδιοσυχνοτήτων
των w τρόπων ταλάντωσης ενός πολυτροπικού αστέρα νετρονίων, για n = 1.
Με κύκλο αναπαρίστανται τα σηµεία που έχουν υπολογιστεί µε τη µέθοδο OCPS
και µε τρίγωνο τα σηµεία που αντιστοιχούν στη ϐιβλιογραφία (AKS)
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Σχήµα 3.4: Γράφηµα ϕανταστικού-πραγµατικού µέρους των ιδιοσυχνοτήτων
των p τρόπων ταλάντωσης ενός πολυτροπικού αστέρα νετρονίων, για n = 1.
Με κύκλο αναπαρίστανται τα σηµεία που έχουν υπολογιστεί µε τη µέθοδο OCPS
και µε τρίγωνο τα σηµεία που αντιστοιχούν στη ϐιβλιογραφία (AKS)



Παράρτηµα Α΄

Η µέθοδος Runge-Kutta-Fehlberg

Η µέθοδος Runge-Kutta είναι µια κλασική µέθοδος επίλυσης συνήθων
διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης. Η µέθοδος Runge-Kutta-Fehlberg απο-
τελεί µια γενίκευση της µεθόδου Runge-Kutta η οποία δίνει τη δυνατότητα
ελέγχου του σφάλµατος και του ϐήµατος κατά τη διάρκεια της ολοκλήρωσης,
ώστε να εξασφαλίζεται η µέγιστη οικονοµία στους υπολογισµούς. Η µέθοδος
ξεκινάει µε ένα συγκεκριµένο ϐήµα ολοκλήρωσης και όταν ανιχνεύει τοπικό
σφάλµα µεγαλύτερο από µια τιµή TM , ελαττώνει το ϐήµα της ολοκλήρωσης
και το επαναπροσδιορίζει. ΄Οταν ανιχνεύει τοπικό σφάλµα µικρότερο από την
τιµή TM , µεγαλώνει ελαφρώς το ϐήµα στον επόµενο κύκλο της ολοκλήρωσης
(ϐλέπε π.χ. [114], §4.4).

Η µέθοδος αριθµητικής ολοκλήρωσης Runge-Kutta-Fehlberg τέταρτης
και πέµπτης τάξης για ένα γενικό πρόβληµα της µορφής

dx

dt
= f(t, x)

x(t0) = x0

(Α΄.1)

γράφεται ([114], Εξς.(4.4.4) και (4.4.5))

(R−K − F/4) : xn+1 = xn + h(c1f1 + c2f2 + c3f3 + c4f4 + c5f5) (Α΄.2)

(R−K − F/5) : Xn+1 = xn + h(C1f1 + C2f2 + C3f3 + C4f4 + C5f5). (Α΄.3)

Οι εµπλεκόµενες ποσότητες ορίζονται ως εξής ([114], Εξς.(4.4.6))

f1 = f [tn, xn],

f2 = f [tn + a2h, xn + h(b21f1)],

f3 = f [tn + a3h, xn + h(b31f1 + b32f2)],

f4 = f [tn + a4h, xn + h(b41f1 + b42f2 + b43f3)],

f5 = f [tn + a5h, xn + h(b51f1 + b52f2 + b53f3 + b54f4)],

f6 = f [tn + a6h, xn + h(b61f1 + b62f2 + b63f3 + b64f4) + b65f5)],

(Α΄.4)

87



88

όπου ai, bij, ci, Ci αριθµητικοί συντελεστές ([114], §4.4).
Το λεγόµενο ¨τοπικό σφάλµα αποκοπής¨ είναι ίσο µε ([114], Εξ.(4.4.7))

Xn+1 − xn+1 = h[− 1

150
f1 +

3

100
f3 −

16

75
f4 −

1

20
f5 +

6

25
f6]. (Α΄.5)

Η ακρίβεια της µεθόδου ελέγχεται από την προσαρµογή του ϐήµατος ολοκλή-
ϱωσης. Για την επίτευξη της προσαρµογής του ϐήµατος έχουν αναπτυχθεί
διάφορες τεχνικές (ϐλέπε π.χ. [98], §2.1, Appendix A, και τις αναφορές που
δίνονται εκεί).

Η εξασφάλιση της επιθυµητής ακρίβειας µπορεί να γίνει και χωρίς προσαρ-
µογή του ϐήµατος κατά την ολοκλήρωση, µε την τεχνική υποδιπλασιασµού
του ϐήµατος και επανάληψης της ολοκλήρωσης. Στην περίπτωση αυτή γί-
νονται όµως περισσότερες ολοκληρώσεις σταθερού ϐήµατος.

Στην παρούσα µελέτη χρησιµοποιούµε έναν τροποποιηµένο κώδικα Runge-
Kutta-Fehlberg τέταρτης και πέµπτης τάξης [98], µε σκοπό την επίλυση προ-
ϐληµάτων αρχικών τιµών σε συνήθεις διαφορικές εξισώσεις µιγαδικών συ-
ναρτήσεων µιας µιγαδικής µεταβλητής. Η ολοκλήρωση πραγµατοποιείται
κατά µήκος ενός µιγαδικού ¨µονοπατιού¨ το οποίο έχουµε τη δυνατότητα να
επιλέξουµε ανάλογα µε το πρόβληµα. Τέτοια προβλήµατα συναντούµε συχνά
σε ϑέµατα Αστροφυσικής, όπως στην περίπτωσή µας σε σχετικιστικά πολυτρο-
πικά µοντέλα αστέρων νετρονίων. Ο κώδικας που χρησιµοποιούµε µας δίνει
τη δυνατότητα να αποφύγουµε ασυνέχειες και απροσδιοριστίες που εµφανί-
Ϲονται στην περιοχή κοντά στο κέντρο του αστέρα (r = 0) και στην επιφάνεια
(r = R).

Η στρατηγική επίλυσης τέτοιων προβληµάτων ονοµάζεται ¨στρατηγική του
µιγαδικού επιπέδου¨ (complex plane strategy, CPS), αν και για τις ανάγκες
του προβλήµατός µας χρησιµοποιούµε εδώ µια γενίκευση αυτής της µεθό-
δου, τη λεγόµενη ¨συνολική στρατηγική του µιγαδικού επιπέδου¨ (overall
complex plane strategy, OCPS), όπου οι ολοκληρώσεις µας στο µιγαδικό
επίπεδο επεκτείνονται και στο εξωτερικό του αστέρα νετρονίων. Είναι µια µέ-
ϑοδος που εισάγει για πρώτη ϕορά σε προβλήµατα Αστροφυσικής την ιδέα της
µετατροπής πραγµατικών συναρτήσεων µιας πραγµατικής µεταβλητής, όπως
π.χ. η ¨πραγµατική απόσταση¨ r, σε µιγαδικές συναρτήσεις µιας µιγαδικής
µεταβλητής, όπως π.χ. η ¨µιγαδική απόσταση¨.

Για την επίλυση ενός προβλήµατος αρχικών τιµών στο µιγαδικό επίπεδο,
οι τρεις ϐασικές µιγαδικές ποσότητες που πρέπει να πρσοδιοριστούν είναι οι
r, yj(r), fj(r)εC, όπου j = 0, 1, 2, ..., n και οι µιγαδικές συναρτήσεις yj και fj
µπορούν να γραφούν ως εξής ([98], Εξς.(5) και (6))

yj = yj(r) = y(re)j + iy(im)j (Α΄.6)

και
fj = fj(r) = f(re)j + if(im)j, (Α΄.7)
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όπου οι δείκτες re, im υποδηλώνουν τα πραγµατικά και τα ϕανταστικά µέ-
ϱη των συναρτήσεων αντίστοιχα και το πεδίο τιµών των yj και fj µπορεί να
ϑεωρηθεί ολόκληρο το µιγαδικό επίπεδο C.

Οι ολοκληρώσεις µπορούν να πραγµατοποιηθούν επάνω σε ένα µιγαδικό
γραµµικό ¨µονοπάτι¨, δοθείσας µιας αρχικής τιµής για τη µεταβλητή r και
ενός µοναδιαίου διανύσµατος Ul το οποίο καθορίζει την κατεύθυνση του ¨µι-
γαδικού µονοπατιού¨ επάνω στο οποίο γίνεται η ολοκλήρωση ([98], Εξ.(12))

Ul =
r̄l+1 − r̄l
| rl+1 − rl |

+ i
r̆l+1 − r̆l
| rl+1 − rl |

, (Α΄.8)

όπου a = rl και b = rl+1 είναι δύο διαδοχικές τιµές του r πάνω στο µιγαδικό
¨µονοπάτι¨ στο πλέγµα της ολοκλήρωσης. Με r̄ συµβολίζουµε το πραγµατικό
µέρος της µεταβλητής r, ενώ µε r̆ συµβολίζουµε το ϕανταστικό µέρος. Εάν
τα δύο σηµεία a, b είναι πολύ κοντά το ένα στο άλλο, µε µια ανοχή XTOL
(τα σηµεία a, b ϑεωρούνται ίσα εάν | a − b |< XTOL), τότε εκτελείται η
εντολή RETURN µε NFLAG=1 (κανονικός τερµατισµός). Το ¨µιγαδικό ϐήµα¨
της ολοκλήρωσης HεC µπορεί να ορισθεί ως γινόµενο ενός ¨πραγµατικού
ϐήµατος¨ hεR, h > 0 και του µοναδιαίου διανύσµατος

HUV = H ∗ UV, (Α΄.9)

όπου HUV = H, H = h και UV = Ul.
Για την ολοκλήρωση καλούµε µια υπορουτίνα της µορφής ([98], §2)
SUBROUTINE DEQS(A, Y, DY).
Τα ορίσµατα της υπορουτίνας DEQS αντιστοιχούν στις τρέχουσες τιµές των
A = r, Y = y και DY = y′ = f.
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Παράρτηµα Β΄

Η µέθοδος Gauss µε οδήγηση

Η απαλοιφή Gauss αποτελεί µια από τις κύριες µεθόδους αριθµητι-
κής επίλυσης γραµµικών συστηµάτων µε πυκνούς πίνακες. Μπορεί να ε-
ϕαρµοστεί όταν το γραµµικό σύστηµα που επιλύουµε επιδέχεται µοναδικής
λύσης, δηλαδή πρέπει detA 6= 0. Αποτελείται από δύο ϕάσεις, τη ϕάση της
τριγωνοποίησης και τη ϕάση της πίσω αντικατάστασης (ϐλέπε π.χ. [114],
§2.1).
1. Φάση τριγονοποίησης. Στη ϕάση αυτή, το αρχικό γραµµικό σύστηµα
A · x = b µετατρέπεται σε ένα ισοδύναµο σύστηµα A′ · x = b′, όπου A′

είναι ένας άνω τριγωνικός πίνακας, στον οποίο µετασχηµατίζεται ο αρχικός
πίνακας A µε τη µέθοδο της τριγωνοποίησης και b′ είναι γνωστός πίνακας
στήλη που έχει επίσης προκύψει από µετασχηµατισµό του αρχικού πίνακα
b κατα τη διαδικασία της τριγωνοποίησης του A.
2. Φάση πίσω αντικατάστασης. Στη ϕάση αυτή, το γραµµικό σύστηµα
A′ · x = b′ επιλύεται µε τον αλγόριθµο της πίσω αντικατάστασης για να
υπολογισθεί η λύση x.

Οι συντελεστές αii των αγνώστων xi είναι σηµαντικοί στη διαδικασία της
απαλοιφής της µεθόδου Gauss και ονοµάζονται οδηγά στοιχεία ή οδηγοί.
Εάν οι οδηγοί είναι πολύ µικροί σε σύγκριση µε άλλα στοιχεία, τότε µπο-
ϱεί να δηµιουργηθούν µεγάλα αριθµητικά σφάλµατα. ΄Οσο η διαδικασία
της τριγωνοποίησης προχωρά, τα σφάλµατα αυτά µεγεθύνονται και τελικά ο
αλγόριθµος καθίσταται ασταθής. Με µια µικρή τροποποίηση µπορεί ο αλ-
γόριθµος να γίνει ευσταθής και να αυξηθεί η ακρίβεια. Η τροποποίηση αυτή
ονοµάζεται οδήγηση.
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Παράρτηµα Γ΄

Η µέθοδος του Muller

Η µέθοδος του Muller αποτελεί επέκταση της µεθόδου της γραµµικής
παρεµβολής. Προσεγγίζει τη συνάρτηση f(x) της οποίας τις ϱίζες αναζητούµε,
µε πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού αντί για ευθεία [115].

Για να προσεγγίσουµε µια ϱίζα ξ της εξίσωσης f(x) = 0, δίνουµε τρεις αρ-
χικές εκτιµήσεις x0, x1, x2 και η µέθοδος του Muller προσδορίζει το τριώνυµο
r2(x−x2) που διέρχεται από τα τρία σηµεία (x0, f(x0)), (x1, f(x1)), (x2, f(x2)),
και υπολογίζει µία ϱίζα του, r2(x−x2) = 0, µε χρήση του τύπου ([115], §2.4,
Εξ.(2.28))

x =
−β ±

√
β2 − 4αγ

2α
=

−2γ

β ±
√
β2 − 4αγ

, (Γ΄.1)

όπου α, β, γ είναι οι συντελεστές του τριωνύµου r2(x) = αx2 + βx+ γ.
Η διαδικασία επαναλαµβάνεται µε τις τιµές x0 = x1, x1 = x2 και x2 = x,

µέχρι να ικανοποιηθεί ένα συγκεκριµένο κριτήριο τερµατισµού. Η τελευταία
τιµή x είναι η Ϲητούµενη προσέγγιση x̄ της ϱίζας ξ.

Το τριώνυµο έχει εδώ τη µορφή r2(x) = A(x−x2)2 +B(x−x2)+Γ. Αφού
διέρχεται από τα σηµεία (x0, f(x0)), (x1, f(x1)), (x2, f(x2)), πρέπει να ισχύει
([115], §2.8.1, Εξς. (2.34))

f(x0) = A(x0 − x2)2 +B(x0 − x2) + Γ,

f(x1) = A(x1 − x2)2 +B(x1 − x2) + Γ,

f(x2) = A(x2 − x2)2 +B(x2 − x2) + Γ. (Γ΄.2)

Η λύση του συστήµατος των τριών εξισώσεων (Γ΄.2) για τους τρεις αγνώστους
A, B και Γ, δίνει ([115], §2.8.1, Εξς. (2.35))

Γ = f(x2),
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B =
(x0 − x2)2[f(x1)− f(x2)]− (x1 − x2)2[f(x0)− f(x2)]

(x0 − x2)(x1 − x2)(x0 − x1)
,

A =
(x1 − x2)[f(x0)− f(x2)]− (x0 − x2)2[f(x1)− f(x2)]

(x0 − x2)(x1 − x2)(x0 − x1)
. (Γ΄.3)

Για την εύρεση µιας ϱίζας του τριωνύµου r2 χρησιµοποιούµε τον τύπο (Γ΄.1),
επιλέγοντας το πρόσηµο της ποσότητας ∆ =

√
B2 − 4AΓ έτσι ώστε να συµ-

ϕωνεί µε το πρόσηµο του συντελεστή B. Συγκεκριµένα, επιλέγουµε ως
παρονοµαστή την ποσότητα E = B + sgn(B)∆, οπότε ([115], §2.8.1, Εξς.
(2.36))

h = x− x2 =
−2Γ

E
, x = x2 −

2Γ

E
. (Γ΄.4)

Με το πρόσηµο που επιλέξαµε, ο παρονοµαστής E έχει τη µέγιστη δυνατή
απόλυτη τιµή, συνεπώς το x απέχει την ελάχιστη δυνατή απόσταση από το x2.
Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία µε εκτιµήσεις x0 = x1, x1 = x2, x2 = x,
έως ότου εκπληρωθεί ένα κριτήριο τερµατισµού.

Η µέθοδος του Muller συγκλίνει ταχύτατα, έχει σηµαντικά µικρότερο
σφάλµα από τη µέθοδο της γραµµικής παρεµβολής, ενώ δε χρειάζεται να
γνωρίζουµε την παράγωγο f ′(x), η οποία πρέπει να είναι συνεχής, όπως
στη µέθοδο Newton-Raphson . ΄Εχει επίσης το πλεονέκτηµα ότι µπορεί να
χρησιµοποιηθεί για την εύρεση µιγαδικών ϱιζών, όπως στο αριθµητικό µας
πρόβληµα.

΄Ενα επίσης σηµαντικό πλεονέκτηµα της µεθόδου του Muller έναντι της
µεθόδου Newton-Raphson είναι ότι, σε κάθε κύκλο ολοκλήρωσης στο πρόβλη-
µά µας, υπολογίζει δύο ϱίζες, δηλαδή δύο τιµές ιδιοσυχνότητας ω. Η µέθοδος
του Muller είναι αρχικά προγραµµατισµένη να επιλέγει την ιδιοτιµή µε τη
µικρότερη απόκλιση από αυτή που υπολογίστηκε στον προηγούµενο κύκλο
ολοκλήρωσης. Αυτό ενέχει όµως τον κίνδυνο να µην εξάγει τη ϐέλτιστη Ϲητού-
µενη ιδιοτιµή. Με µια απλή αριθµητική τροποποίηση στον κώδικα έχουµε
τη δυνατότητα να επιλέγουµε κάθε ϕορά τη ϱίζα που κρατάµε, δηλαδή τη
ϐέλτιστη τιµή ιδιοσυχνότητας.
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